
 

 

 گسسته دوازدهم 

 اثبات مستقیم و مثال نقص 

 



 

 

 ها و مثال نقض: اثبات مستقيم، اثبات با در نظر گرفتن همه حالت 1اپيزود 

 

ايم. )بتا الاپاتات اثبات با استفاده از حقايقي است كه درستتي نهاتا را لاتبپذ رفيه تتهاثبات مستقيم :    -1

 مفاهيم و ...( -تعاريف -اصول اوليه -لاضاياي اثبات شده - هض مسأله  -خودمان

 تا تيپ مسائل اثبات مستقيم : 2

  گويا( كار با ااداد  الف  a
Q | a,b , b

b
=  0  

=k ( كار با ااداد زوج و  هدب  +2 =k  هد1  زوج 2
 

 



 

 

 عددي گوياست.  ،هر دو عدد گويا ، تفاضل و حاصلضرب: ثابت كنيد مجموع مثال  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 است.  3هر سه عدد متوالي مضرب  د مجموع  : ثابت كني مثال  



 

 

kحاصلضرب دو عدد متوالي باشد ثابت كنيد    k: اگر   مثال +4  مربع كامل است. 1



 

 

 : ثابت كنيد ميانگين پنج عدد متوالي همان عدد وسطي است.مثال



 

 

 است. 6: ثابت كنيد مجموع هر سه عدد زوج متوالي مضرب  مثال



 

 

 است.  8: ثابت كنيد مجموع هر چهار عدد فرد متوالي مضرب  مثال



 

 

a: اگر مثال , b  دو عدد صحيح باشند وab  عددي فرد باشد ثابت كنيدa b+2  زوج است. 2



 

 

 است.  6رب  صحيح متوالي مض  صلضرب هر سه عدد: ثابت كنيد حامثال



 

 

هتاي متتفتف نن گاهي اولاات در اثبات يك حكم لازم است كه حالت:    هاحالت  هاثبات با در نظر گرفتن هم  -2

 گوييم.مي ها«حالت ه»اثبات با در نظر گرفتن هممسئفه را در هظه گه ته و اثبات كنيم. به اين روش 

p q r (p r) (q r)      



 

 

 صلضرب هر دو عدد متوالي زوج است.ثابت كنيد حا:  مثال



 

 

n: ثابت كنيد براي هر عدد طبيعي عبارت مثال n− +2 5  همواره عددي فرد است. 7



 

 

a: اگر مثال b aباشد ثابت كنيد   0= bيا  0= =0   

 

 



 

 

Aه: مجموعمثال , }= 3 Sيک زيرمجموعه از مجموعه    4 , , , , , }= 1 2 3 4 5 و عبااارت    6
n (n )+2 21

4
بااه ازاي   

n S   يک عدد زوج است. ثابت كنيدn A. 

 

 



 

 

كنيم. در اينصورت هيازي به يم استفاده مياهاي مستقيم از احكامي كه لابپذ اثبات كهدهباتگاهي اولاات در اثنكته :  

 اثبات نن احكام هيست  قط بايد خود حكم را بيان كنيم.



 

 

qثابت كنيد مربع هر عدد فرد بصورت :  مثال +8  است.  1

 

 



 

 

 مثااال نقااضهادرستتي نن بايتد  ارائه شده درست هباشتد بتهاي اثبتات    اگه حكم  اثبات به روش مثال نقض :  -3

 شود.مثال هقض، مثالي است كه بهاي ردّ يك حكم كفي نورده مي بياوريم.

مثپ بهاي حكم »ادد  
n
+22 nاول استت  مثتال هقتض   nبه ازاي همه ااداد لابيعتي    1 = وجتود دارد كته در  5

 تشپفيه خواهد بود.ب 641اينصورت حاصل ادد به  



 

 

 : براي ردّ احكام زير مثال نقض بياوريد :لمثا

nعدد  nالف( به ازاي هر عدد طبيعي  +3  عددي اول است. 4

 

xداريم :  y,xب( براي هر عدد حقيقي  y x y+ = +  

 

Aداشته باشيم  C,B,Aپ( اگر براي هر سه مجموعه  B A C=  آنگاهB C= 

 

nعدد  1( براي هر عدد طبيعي بزرگتر از ت −2  اول است. 1

 

xدد گنگ باشند آنگاه دو ع y,xگر  ث( ا y+  وx y−  وyx .اعدادي گنگ هستند 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي:

 

 
 

 

 



 

 

 

 

 
 

 



 

 

 



 

 

 گسسته دوازدهم 

 فیا برهان خلمستقیم غیراثبات 

 



 

 

 خلف : اثبات غير مستقيم يا برهان  2 اپيزود

 

 اثبات غيرمستقيم )برهان خلف( :

سپس با استفاده از لاواهين منطت  گتراره هتا و دهبالته اي از درست باشد و  كنيم حكم هامي  در اين روش  هض 

و از اين تنالاض هتيجه   استدلال هاي درست و مبتني به  هض، به يك هتيجه غيهممكن يا متضاد با  هض مي رسيم

 حكم درست است. كه  هض هادرست بودن حكم بالال است وگيهيم  مي

 

 

 

 



 

 

 عددي گنگ است.هر عدد گويا با يک عدد گنگ جمع ثابت كنيد حاصل  مثال:



 

 

 ثابت كنيد حاصلضرب هر عدد گوياي مخالف صفر در عددي گنگ، گنگ است.  مثال:



 

 

aاگر    مثال: ,a ,a3 2 bسه عدد صحيح و    1 ,b ,b3 2 همان سه عدد امااا بااا ترتيبااي ديگاار باشااند ثاباات كنيااد   1

( )( )( )a b a b a b− − −1 1 2 2 3  عددي زوج است. 3



 

 

يک عدد گنگ باشد ثابت كنيد xاگر   مثال:
x

1
 نيز گنگ است.  



 

 

xدر    fاگر تابع    مثال:  a=  تابع  پيوسته ولي  g    درx a=  تااابع  ناپيوسته باشد، ثابت كنيااد  f g+    درx a= 

 ناپيوسته است.



 

 

,اگر   مثال:   دو عدد گنگ باشند ولي+:گويا باشد ثابت كنيد اعداد زير گنگ هستند 

+ب(   −الف(  2 

 

 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي:

 
 

 

 
 



 

 

 



 

 

 گسسته دوازدهم 

 های دو شرطی و اثبات بازگشتیگزاره

 



 

 

 هاي دوشرطي و اثبات بازگشتي : گزاره 3اپيزود 

 

 طيهاي دوشرگزاره  -1

هم بتتواهيم از   يم وبهس  Qبه    Pبهاي بهرسي ارزش يك گرارة دوشهلاي بايد بهرسي كنيم كه هم بتواهيم از  نكته :  

Q   بهP .بهسيم 



 

 

 هاي دوشرطي زير را تعيين كنيد.درستي يا نادرستي گزاره  مثال:

a )الف  b a b=  =2 2  

 

a )ب b a b=  =3 3   

 

a )پ b a b  2 2  

 

a )ت b a b  3 3   

 

 



 

 

كنيم تا به يك ابارت هميشه درست بهسيم نهگتاه بتهاي نهكته هشتان هامساوي را ساده مياثبات بازگشتي :    -2

 كنيم.ها را دولاه ه ميرفيه است، جات  فشدهيم همه مهاحل بهگشت
 

aثابت كنيد   aبراي هر عدد مثبت   مثال:
a

+ 
1

2  



 

 

aثابت كنيد   aبراي هر عدد منفي   مثال:
a

+  −
1

2  



 

 

ثابت كنيد    b,aبراي هر دو عدد نامنفي    مثال:
a b

ab
+


2

عاادد نااامنفي از ميااانگين   » ميانگين حسابي دو  

 هندسي آنها كمتر نيست«



 

 

xبراي هر دو عدد حقيقي و مخالف صفر  مثال: , y   ثابت كنيد
x y

y x
+  2  



 

 

رسااانده و يكااي زياااد و يكااي كاام   2را نصف كرده، به تااوان    1نكته : براي مربع كامل كردن، ضريب درجه  

 كنيم.مي



 

 

aثابت كنيد   b,aبراي هر دو عدد حقيقي   مثال: ab b+ + 2 2 0  



 

 

و   (6ضتهب كنتيم )ماهنتد مثتال    2هاي بازگشتي هستند كه لازم است ابتدا لاه ين را در  اي از اثباتدستهنكته :  

 بندي جمپت به چند ابارت مهبع كامل بهسيم.سپس با دسته
 



 

 

xثابت كنيد    مثال: y z xy xz yz+ +  + +2 2 2  



 

 

xبه كمک اثبات بازگشتي ثابت كنيد :   مثال: y xy x y+ +  + +2 2 1  



 

 

امل بهگشت رفيهي و استفاده از حكم بهاي رسيدن به راسخ مساله، در بسياري از استدلال هاي مشتابه در نكته :  

 رياضيات لاابل استفاده است.
 



 

 

xآيا اعداد صحيح مانند   مثال: , y  : وجود دارند بطوريكهx y (x y)+ = +2 2 2  



 

 

aآيا اعداد حقيقي و ناصفر مانند   مثال: ,b  : وجود دارند بطوريكه
a b a b

= +
+

1 1 1
  



 

 

xوجود دارد بطوريكه :  xآيا عدد صحيح مانند   مثال: x3 2  



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي :

 
 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 گسسته دوازدهم 

 عاد کردن 

 



 

 

 

 : عاد كردن  4اپيزود 

 پذيري در اعداد صحيح )عاد كردن( :بخش 

aهويسيم  را و مي  bكند  ااد مي  aگوييم  مي | b    ههگاه ادد صحيحb    به اتدد صتحيحa  رتفيه باشتد )بته بتش

 است( bشمارهدة »مقسوم افيه    aابارتي 
 

  (1 ست.رفيه ابتش   a به b         

                a | b   

  (2          a مقسوم افيه b است. 

 
a | b b aq ; q =   



 

 

 هاي عاد كردن :خواص و ويژگي 

1( a ; a | a , a | a , a | a , a | , | a  − − 0 1   

2( | a a =0 0  

3( a | a = 1 1  

4( a | b b | c a | c   خاصيت تعدي  

 اثبات :
a | b b aq =   

q

b | c c bq a qq c aq a | c


   = =  =    

 

5( a | b a | b , a | b , a | b − − − −   

 



 

 

6( a | b , c | d ac | bd   

 اثبات :
( )

q

a | b b aq
bd acqq bd acq ac | bd

c | d d cq





 = 
  =  = 

 = 
  

 

7( a | b , b a b  0   
 

aولاتي  اثبات :   | b    يعنيb aq=    و از نهجايي كهb 0    رسq 0    يعنيq 1    ياq  qو در هتيجه    1− 1 

: 
aq aq a b a ⎯⎯→   1   

 



 

 

8(  a | b ,b | a a b =    

 

 : اثبات
a | b a b

a b a b
b | a b a

  
 =  = 

  
  

 

9( 
m

a | b ma | mb


   

 اثبات :
m

a | b b aq mb maq ma | mb


 =  =   
 

 

 

 

 



 

 

10( 
m

a | b a | mb


   

 اثبات :

( )
m

q

a | b b aq mb a mq mb aq a | mb




 =  =  =   

 

 

 

 

 

 

 



 

 

11( 
a | b

a | c
 

m

n
a | mb nc




 +  خاصيت تهكيب خطي  

 اثبات :

( )
m

a | b b aq mb a mq


 =  =  

( )
n

a | c c aq nc a nq


  =  =   

( )
q

( ) mb nc a mq nq mb nc aq a | mb nc



 + + = +  + =  +  : حالااات خااااص       

a | b
a | b c

a | c
   

 

 



 

 

12( 
n

n na | b a | b


   

 اثبات :
n

n n n n n n n

q

a | b b aq b a q b a q a | b




 =  =  =    

 

13( m na | b , m n a | b    

 اثبات :

m n n m p  = +  ادد ثابت →
n

n n n n n m P n m p n m m n

q

a | b a | b b a q b a q b a a q b a q a | b


+



  =  =  =   =    



 

 

14(  
n

na | b a | b


    

 اثبات :

nراه اول)تعدي(:  na | b , b | b a | b 
n

n n n n n n n n

q

a | b b aq b a q b a a q b aq a | b


−



 =  =  =  = 1  راه دوم: 



 

 

 

mاگر دو عدد   مثال: +7 mو  6 +6 aپذير باشند، ثابت كنيد بخش aبر   5 = 1. 



 

 

kبوده و دو عدد  1بزرگتر از  aاگر عدد طبيعي    مثال: +9 kو  7 +7 aرا عاد كند، ثابت كنيد   6 = 5. 



 

 

aاگر   مثال: 1   وa | k +9 aو  4 | k +5  عددي اول است.  aآنگاه ثابت كنيد 3



 

 

|اگر   مثال: k +5 4 |ثابت كنيد   1 k k+ +225 16 28 6. 



 

 

abاگه داشته باشيم   مثال: cd= .نهگاه رنج رابطه ااد كهدن از اين تساوي بنويسيد 



 

 

هايي بود كه گفتم ديگه چيري بجتر ايناتا بعنتوان ويژگتي وجتود هاي ااد كهدن همينحواست باشه ويژگينكته :  

 يا هه؟اي دادن ببين مثال هقض داره هداره رس دلات كن گولت هرهن اگه لااهون ديگه
a | bc a | b a | c    

| | 6 3 4 6 3 |6 4   

 

a | b c a | b+  a يا  | c  

| |+ 5 2 3 5 2 |5 3   

 

 
a | b , c | d a c | b d + +   

| , | |2 4 3 9 5 13   

 



 

 

b c | a b | a+  c  يا   | a   

| |+ 2 3 5 2 5 |3 5  

  
na | b a | b   

| |54 2 4 2   



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي :

 
 

 
 



 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 گسسته دوازدهم 

 ب.م.م و ک.م.م 

 



 

 

 : ب.م.م و ك.م.م 5اپيزود 
 ب.م.م. دو عدد :  -1

 هاميم ههگاه دو شهط زيه بهلاهار باشد :مي b,aرا ب.م.م دو ادد   dادد لابيعي   

1( d | a , d | b   

2( m ; m | a , m | b m d   0   

)در اينصورت  )a,b d= دهيمهمايش مي. 



 

 

a

)(a,a) a

)(a,b) (a, b) ( a,b) ( a, b)

) (a, )

) (a, ) a

)a | b (a,b) a



=

= − = − = − −

=

=

 =

1
2
3 1 1
4
5

 

 

( )m , m ...=2 52 8   m | m2 52 8   

( )m , m ...=212 4   m | m24 12   

 

 

 



 

 

 : دو عدد نسبت به هم اول 

) هدارهد( : 1باشد )هيچ مقسوم ايفه مشتهكي بجر  1دو ادد كه ب.م.م نهاا بهابه   ), =12 13 1  ( ), =5 7 1  

 

 : كاربرد شرط اول تعريف ب.م.م در محاسبة ب.م.م عبارات جبري 

)خواهيم ب.م.م دو ابارت  مي  )f n    و( )g n  كنيم  را حساب كنيم. ابتدا  هض مي( ) ( )( )f n ,g n d=  رتتس   باشتتد

 داريم : 1لاب  شهط 

( )

( )

يب خطي  رك dت | f n

d | g n





d به دست مينيد    



 

 

 ثابت كنيد هر دو عدد متوالي نسبت به هم اولند :  مثال:



 

 

 ثابت كنيد هر دو عدد فرد متوالي نسبت به هم اولند.  مثال:



 

 

m+3ثابت كنيد دو عدد   مثال: mو  4 +5  نسبت به هم اولند. 7



 

 

p)اگر   مثال: q) q , p   دو عدد اول باشند، ثابت كنيد(p,q)=1 



 

 

 

 ك.م.م دو عدد :  -2

 گوييم ههگاه دو شهط زيه بهلاهار باشد : b,aرا ك.م.م دو ادد    cادد لابيعي   

1( a | c , b | c  

2( m , a | m , b | m m c   0   

نهگاه   a,b c= دهيم.همايش مي 



 

 

 

       

 

 

 
( )

( )  

 

a

) a,a a

) a,b a, b a,b a, b

) a, a

) a, ...

ab
) a,b

a,b

) a,b a,b ab

)a | b a,b b



=

= − = − = − −

=

=

=

=  =

 =

1

2

3 1

4

5

6 1

7
 

 

 m , m ...=2 52 8   m | m2 52 8   



 

 

 m , m ...=212 4   m | m24 12   



 

 

 

 :  حاصل هر يک از عبارات زير را بدست آوريد  مثال:

 ( ) ...m ,m , m =2 5   

 

( )  ...m , m ,m =7 2 3  

 

( ) ...m, m =32 6   

 

( ) ...m , m =+ +3 1 3 2  

 

 

 

 



 

 

 دو قضيه مهم:

pعددي اول باشد و  p( : اگر  1قضيه ) | a  : ثابت كنيد( )p,a =1 . 



 

 

a( : ثابت كنيد اگر  2قضيه ) | b   آنگاه
( )

 

a,b a

a,b b

=


=
   

)بايد بتواهيم به كمك تعهيف ب.م.م و ك.م.م هشان دهيم كه حكم درست است. رس اگه لاتتهار باشتتد  اثبات :   )a,b a= 

 باشد، لاب  تعهيف ب.م.م داريم :

1( a | a a     ,     بدياي  | b لاب   هض 

2( ( )
( )m a,b

m ; m | a , m | b m | a,b
m a


   


0   

همچنين اگه لاهار باشد  a,b b= يف ك.م.م داريم :رس لاب  تعه 

1( a | b b     ,     لاب   هض  | b  بدياي 

2(  
 a,b m

m , a | m , b | m a,b | m
b m


   


0   



 

 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي:

 



 

 

 
 

 



 

 

 

 
 

 

 



 

 

 



 

 

 گسسته دوازدهم 

 قضیه تقسیم و افراز 

 



 

 

 : قضيه تقسيم و افراز مجموعه اعداد صحيح  6اپيزود  
 داريم : bبه ادد لابيعي   aدر تقسيم ادد صحيح  قضية تقسيم :   -1

 

  

   
a bq r

r b

= +

 0
  

 

 

 

a b

bq q

r

 

− 



 

 

 كنيد. هاي زير را حسابباقيماندة تقسيم  مثال:

 7بر   43الف( 

 

 7بر   -43ب( 

 



 

 

خارج لاسمت از  همول    bلابيعي  به ادد    aدر تقسيم ادد صحيح  نكته :  
a

q
b

 
=
  

نيتتد )بدستتت مي       اپمتتت جتتر

 صحيح است.(
 



 

 

   استراتژي حل مسائل قضية تقسيم: 

a( رابطة تقسيم  1 bq r=  را بنويسيم. +

 افيه.مقسوم( دلات كنيم بالايماهده هه منفي باشد هه بررگته از 2

 كنيم تا مثبت شود.را اضا ه مي bاگه بالايماهده منفي باشد مضارب  - 

 .را كم مي كنيم تا اولين ادد مثبت شود bباشد مضارب  bاگه بالايماهده بررگته از  - 

 



 

 

mاگر باقيماندة تقسيم اعداد    مثال: , n    عاادد    باشد، باقيماندة تقساايم  3و    5بترتيب برابر    17برm n−2 را   5

 حساب كنيد.  17بر 

 

 



 

 

را حساااب   56باار    aاست. باقيماناادة تقساايم    5و    3به ترتيب    8و    7بر    aباقيماندة تقسيم عدد صحيح    مثال:

 كنيد.

 



 

 

ثابت كنيد باقيمانااده باشند،    بخشپذير  nاگر در يک تقسيم، مقسوم و مقسوم عليه هر دو بر عدد صحيح    مثال:

 بخشپذير است.  nتقسيم نيز همواره بر 



 

 

 »اعداد صحيح« افراز مجموعة    -2

 

k2 دو  زيهمجمواه k يا  +2 1       r ,= 01  ريماهة 2 

k3 سه زيهمجمواه k يا  +3 k يا 1 +3 2      r ,= 012  ريماهة 3 

k4 چاار زيهمجمواه k يا  +4 k يا 1 +4 k يا 2 +4 3       r , , ,= 01 2 3  

4ريماهة   

k5 رنج زيهمجمواه k يا  +5 k يا 1 +5 k يا 2 +5 3 k يا  +5 4    

 r , , , ,= 01 2 3 4  ريماهة 5 

  
b  bk زيهمجمواتت ه bk يتتا  bk يتتا 1+ ) يتتا ... يتتا 2+ )bk b+ −1     

 r , , , ,...,b= −01 2 3 1  b ريماهة 

 



 

 

kهاي به يكي از صورت pباشد نشان دهيد  3عدد اول بزرگتر از  pاگر   مثال: +6 kيا  1 +6  است. 5



 

 

kهاي نشان دهيد هر عدد فرد به يكي از صورت  مثال: +4 kيا  1 +4  است. 3



 

 

qصورت به كمک مثال قبل ثابت كنيد مربع هر عدد فرد ب  مثال: +8  است. 1



 

 

bعددي صحيح و فرد و  aاگر   مثال: a aدر اينصورت باقيمانده تقسيم عدد   2+ b+ +2 2  را بيابيد. 8بر   3



 

 

aيا  aعددي صحيح باشد، ثابت كنيد همواره يكي از اعداد  aاگر   مثال: aيا  2+  بخشپذير است. 3بر  4+



 

 

 است.  6عدد صحيح متوالي مضرب   اصلضرب هر سهثابت كنيد ح  مثال:

 است. 3!ثابت كنيد حاصلضرب هر سه عدد صحيح متوالي مضرب       

nداريم  nثابت كنيد براي هر عدد صحيح       n−36 . 

 



 

 

 است.  48  حاصلضرب هر سه عدد طبيعي زوج متوالي، مضربثابت كنيد    مثال:



 

 

 است.  8دد طبيعي زوج متوالي، مضرب  حاصلضرب هر دو عثابت كنيد    مثال:

 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي:

 

 
 

 

 
 



 

 

 

 
 

 

 



 

 

 



 

 

 گسسته دوازدهم 

 همنهشتی ها و کلاس ویژگی 

 



 

 

 ها و كلاس همنهشتي: مفهوم، ويژگي 7اپيزود 
 همنهشتي :  -1

هويسيم مي 
m

a b خواهيم  و ميa   همناشتb ( است در ريماهه )سنجm   ههگاه تفاضلb,a  بهm رفيه باشد.بتش 
m

a b a b mq  − = m يا  | a b−   

 

 ي همنهشتي :هاويژگي   -2

 كم كهد: توان ادد صحيحي اضا ه يا( به لاه ين همناشتي مي1 
m

m k

m

a k b k
a b

a k b k

  +  +
 

 −  −

  



 

 

 اثبات :
m k

k
a b m | a b m | a b k k

+

−
  −  − + −   

( ) ( )
m

m | a k b k a k b k − − −  −  −   

 

 توان در يك ادد صحيح ضهب كهد:مي ( دو لاهف همناشتي را2 
m k m

a b ak bk


     

 :  اثبات
m k

a b m | a b m | ak bk


  −  −   
m

ak bk    

 



 

 

 اكسش بهلاهار هيست !!! 2ويژگي ته : نك


       
10 10 5 10

25 15 5 5 5 3 5 3   

 

 توان به توان هه ادد لابيعي رساهد:( لاه ين همناشتي را مي3 
m n m

n na b a b


     

 اثبات :

) : يادآوري از فصل  1 حسابان  2 )n n n n n na b a b (a a b a b ... b )− − − −− = − + + + +1 2 3 2 1  

  
m

n n n na b m | (a b) (a a b a b ... b )− − − −  −  + + + +1 2 3 2 1   



 

 

( ) n n n n n n

n na b

m | a b (a a b a b ... b ) m | a b− − − −

−

 − + + + +  −1 2 3 2 1  
m

n na b    

 

 هير لروماذ و همواره بهلاهار هيست! 3اكس ويژگي نكته : 
جذر 

   
4 4

2 25 3 5 3     

 

 

 توان :هاي يكسان را مي( لاه ين دو همناشتي با ريماهه4 

ضهب كهد.در هم  -    

با هم جمع كهد. -    

از هم كم كهد. -    



 

 

m

m m
m

m

ac bd *

a b , c d a c b d **

a c b d ***

 



    +  +

 −  −

  

 : *اثبات  
m c

a b m | a b m | ac bc


  −  −   
m b

c d m | c d m | bc bd


  −  −   

      
m

( ) m | ac bd ac bd+ −     

 : **اثبات  



 

 

( )

( ) ( )

m

m

m

a b m | a b
m | a c b d a c b d

c d m | c d

+  −
 + − +  +  +

  −

  

 

 : ***اثبات  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

m

m

m

a b m | a b
m | a b c d m | a c b d a c b d

c d m | c d

−  −
 − − −  − − −  −  −

  −

  

 

 

 

 



 

 

 داد. )ويژگي كاهش ريماهه(  هايش كاهشتوان به مقسوم افيه( ريماهة همناشتي را مي5 
m n

a b , n | m a b     

 اثبات :
m

a b m | a b  −   
n

عدي  يت ت ص nخا | m , m | a b n | a b a b− ⎯⎯⎯⎯⎯→ −     



 

 

 توان مضاربي از ريماهه را كم يا زياد كهد.( به لاه ين همناشتي مي6 
m

k,km
m

m

a km b

a b a b km

a km b k m



  



    

   

  

 اثبات :

( )

( )
m

m

m

a b
a km b k m

km k m

+

−

 
   

 

  

 



 

 

 ( خاصيت تعدي در همناشتي بهلاهار است:7 
m m m

a b , b c a c    
 اثبات :

 
( )

( ) ( )

m

m

m

a b m | a b
m | a b b c m | a c a c

b c m | b c

+  −
 − + −  −  

  −

 

  



 

 

)فرض كنيد    مثال: )
n m

m,n d , b c , a b=     :در اينصورت ثابت كنيد
d

a c 

 



 

 

 ( تقسيم لاه ين همناشتي به يك اامل مشتهك :8

( )

m
m d

ac bc , c,m d a b =     

 

) : نكته )
m m

ac bc , c,m a b =  1   

 



 

 

 : mكلاس )دستة همنهشتي( به پيمانة    -3

متتي باشتتد، يعنتتي مجمواتته  rبهابتته بتتا  mمجمواتته همتته ااتتداد صتتحيح كتته بالايماهتتده تقستتيم اهاتتا بتته اتتدد لابيعتتي 

 rA x |x mk r=  = هاميم و با هماد مي mرا كپس يا دسته همناشتي به ريماهه  + 
m

r دهيم.همايش مي 

 

k : كپس همناشتي  در ريماهة 2

2 k يا 


+2 1  

                                        20       21   m  2 كپس همناشتي 2=

 

k : كپس همناشتي  در ريماهة 3

3 k يا 


+3 k يا 1


+3 2  

                                        30       31         32   m = 3  3 كپس همناشتي 

 



 

 

k : كپس همناشتي  در ريماهة 4

4 k يا 


+4 k يا 1


+4 k يا 2


+4 3    

                                        40       41         42         43             m =  4 كپس همناشتي 4

 
m

a :  

  mدر ريماهة   aكپس همناشتي ادد  

 است. aبهابه  mمجمواه اادادي كه بالايماهدة نهاا به  

 k= +3  1بهابه  3اادادي كه بالايماهدة نهاا به  1  =31  

 k= +5  3بهابه  5اادادي كه بالايماهدة نهاا به  3  =53  

 



 

 

 تعلق دارد؟  9به كدام دسته همنهشتي به پيمانة   1398الف( عدد   مثال:
 

 

 كلاس است؟هم 7با چه عددي در پيمانة   -1398ب( عدد      
 

 



 

 

 ثابت كنيد فقط يكي از سه حالت زير امكانپذير است:  kاگر   مثال:

     

k or k or k

(k or k or k )

  

  

3 3 3

3 3 3

1 2
1 2

 

 

 

 



 

 

 وال نهايي:مشاهده نمونه س

 
 



 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 : كاربردهاي همنهشتي 8اپيزود 
 دا كردن باقيماندة تقسيم اعداد تواندار بزرگ بر اعداد كوچكتر :پي  -1*

باشد در اينصورت خواهيم داشت:  rبهابه  mبه  aاگه بالايماهده تقسيم 
m

a r 

 

 bشهوع كني و بالايماهدة تقستتيم رو تتتو ريماهتتة   aهاي كوچك  كا يه از توان  bبه    naبهاي ريدا كهدن بالايماهدة تقسيم  رس  

تتتوهي وان رستتوهدن و ضتتهب كتتهدن ميبعدش با به تتت   .بشه  -1يا    1سعي كني لاهف دوم همناشتي    ي بطوريكهبدست بيار

 بالايماهدة تقسيم رو حساب كني.



 

 

 :  15بر   172باقيماندة تقسيم    مثال:



 

 

)باقيماندة   مثال: )  +
131000 12  : 7بر  10



 

 

)باقيماندة   مثال: )+ 112 7  :  23بر  9



 

 

727+باقيماندة   مثال:  :  13بر  19



 

 

a: ثابت كنيد باقيمانده هاي تقسيم دو عدد مثال , b  برm   مساويند اگر و فقط اگر
m

a b 



 

 

aر ام ثابت كنيد براي ه: الف( با استفاده از بسط دو جمله اي خيمثال , b , n  :همواره داريم 
ab

n n n(a b) a b+  + 
−ب( ثابت كنيد عدد  −51 51 5123 11  بخشپذير است.  132بر  12

 

 



 

 

 : naپيدا كردن رقم يكان اعداد بصورت    -2*

 كنيم.حساب مي 10لايماهدة تقسيم ادد را به اب:    كلي  قاعده

 



 

 

!رقم يكان   مثال: ! ! ... !+ + + +1 2 3 500  

 



 

 

aاگر دو عدد   مثال: , a− −4 7 3 a رقم يكان برابر داشته باشند، رقم يكان عدد 5 +9  را بدست آوريد. 6

 



 

 

 :  11و   9و   3و    10و   5و   2پذيري بر  قواعد بخش  -3*

ab ادد دو رلامي b a= +10  اولاذ :   

abc ادد سه رلامي c b a= + +10 100   

abcd ادد چاار رلامي d c b a= + + +1 2 310 10 10   

n n na a a ...a a a a− − −1 2 3 3 2 1 0  هماد ادد n رلامي   
n

na a a a ... a−

−+ + + + +2 3 1
0 1 2 3 110 10 10 10   

 



 

 

  10قاعدة تقسيم بر  : 

n

na a a a ... a a−

−+ + + + + 
10

2 3 1
0 1 2 3 1 010 10 10 10   

 

 .10و  5و  2بهابه است با بالايماهدة تقسيم رلام يكان ادد به  10و  5و  2بالايماهدة تقسيم هه ادد به 

 



 

 

  9قاعدة تقسيم بر  : 

n

na a a a a ... a−

−+ + + + + + 
9

2 3 4 1
0 1 2 3 4 110 10 10 10 10  na a a ... a −+ + + +0 1 2  مجموع ارلاام 1

 

 . 9و  3بهابه است با بالايماهدة تقسيم مجموع ارلاام ادد به  9و  3لايماهدة تقسيم هه ادد به با



 

 

  11قاعدة تقسيم بر  : 

n

na a a a ... a a a a a ...−

−+ + + + +  − + − +
11

2 3 1
0 1 2 3 1 0 1 2 310 10 10 10   

با هم جمع جبتتهي گفاشته،    –بايد ارلاام ادد را از سمت راست يك در ميان + و    11هه ادد به  بالايماهده  بهاي محاسبة   

 حساب كنيم. 11كنيم و سپس بالايماهدة ادد حاصل را به 

 



 

 

a52رقمي  6: اگر عدد مثال  حساب كنيد.    11بخشپذير باشد، باقيمانده تقسيم آنرا بر  9بر   741



 

 

 تقويم نگاري :  -4*

 روز است.  7هفته اولاذ: 

 است؛ثاهياذ: ماهااي سال و تعداد روزهاي نهاا در هه  صل به شهح زيه 

 باار  ( 31خهداد ) (31ارديباشت ) (31 هوردين ) 

 تابستان  ( 31شاهيور ) (31مهداد ) (31تيه ) 

 رايير  ( 30نذر ) (30نبان ) (30ماه ) 

 زمستان ( 30( و هه چاارسال »كبيسه  )29اسفند ) (30)بامن  (30دي ) 

 



 

 

روز هفتتته و  ميدن  هم ميدن اما روز هفته شو هرو  روز ديگه اي  تاريخ  اش ميدن و  با روز هفته  يك روز روتاريخ  :    تيپ مساله

 .رو ميتوان

و  5و  4و  3و  2و  1 روز هفته داده شده را مبناي صفه لاهار داده و روزهاي بعدي تا هفته بعد را بتهتيتتب:    روش حل مساله

نوريتتم. بدست متتي  7گيهيم. سپس  اصفه روز داده شده تا روز خواسته شده را حساب كهده و بالايماهده نهها به  در هظه مي  6

 كند.مشتص مي است كه با توجه به مبناي درهظه گه ته شده روز خواسته شده را 6تا  0ادد به دست نمده اددي بين 

 



 

 

 نبه است؟بهمن چندش 22: اول مهر دوشنبه است. مثال



 

 

 آذر آن سال چند شنبه است؟ 16: اگر اول فروردين در سالي جمعه باشد، مثال



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي : 

 

 

 



 

 

 
 



 

 

 
 

 



 

 

 

 
 

 

 
 

 

 



 

 

 : معادله همنهشتي و معادله سياله 9اپيزود 

هه معادله بصورت  معادله همنهشتي :    -1
m

ax b    را كه در ننx,b,a    اددي صحيح وm   اددي لابيعي است و هتتدف

 گوييم.است، يك معادلة همناشتي مي xهاي كفي بدست نوردن جواب

 

 مناشتيشهط وجود جواب در يك معادلة ه:   الف
m

ax b  :   ( )a,m | b   

 



 

 

 روش حل معادلة همناشتي ::  ب

    شود:ه سهات حل ميباشد، معادله ب 1بهابه  xاگه ضهيب  -1
m

x b x mk b  = +  

x x k  = +
5

3 5 3   

x x k−  = −
7

1 7 1  
 

 xكنيم تا اامفي مشتهك با ضتتهيب  هباشد، مضاربي از ريماهه را به لاه ين معادله اضا ه و كم مي  1بهابه    xاگه ضهيب    -2

 كنيم( 1را بايد  x، معادله حل شود. )ضهيب xايجاد شود و سپس با تقسيم لاه ين به ضهيب 
 



 

 

 جواب هاي عمومي معادلات زير را بيابيد :  مثال:
 

x
4

14 22  
 

x
5

4 17   
 

x
6

4 18   
 

x
9

6 11  
 

x
12

8 20  
 



 

 

x
11

423 79  
 

x
6

51 11 
 

 



 

 

 پذير باشد.بخش  7بر  13همة اعداد صحيحي را بيابيد كه سه برابر آنها منهاي   مثال:



 

 

 پذير باشد.بخش  11بر   9برابر آنها بعلاوة  5را بيابيد كه  xهمة اعداد صحيح چون   مثال:

 



 

 

axهه معادله بصورت  معادلات سياله :    -2 by c+ گوييم كتته در نن ميرا يك معادلة سياله دومتغيهه خطي درجه يك  =

 اددي صحيح هستند.  همة رارامتهها

 

axشهط وجود جواب در معادلة سيالة  :   الف by c+ =  

( )ax by c : a,b | c+ =   

 

)اگه  نكته :  )a,b  معادله همواره جواب دارد. 1=

 

axروش حل معادلة سيالة  :  ب by c+  معادلة سياله به معادلة همناشتيتبديل  : =
b

ax by c ax c by ax c b( y) ax c+ =  − = −  − = −     

 نوريم.را بدست مي xاين معادلة همناشتي را حل كهده و 



 

 

 نوريم.را هير بدست مي yرا در معادلة سياله لاهار داده و از نهجا   xنهگاه  

 جواب هاي عمومي معادلات زير را بيابيد :  مثال:
x y+ =4 5 9  

 

 
x y+ =7 5 11  

 

 



 

 

 سازي با معادلة سياله :مدل 

 كنيم.سازي ميا معادلة سياله مدل( مسئفه را ب1 

 كنيم.( معادله را حل مي2 

 دهيم تا مقاديه مطفوب مسئفه بدست نيد.ادد مي k( به 3 

 



 

 

 كيلويي وزن كرد؟ 4كيلويي و   3هاي كيلويي را با وزنه  19توان يک كيسة  به چند طريق مي  مثال:

 



 

 

 توماني تبديل كرد؟  5000و  2000هاي به اسكناسرا   تومان  18000توان  به چند طريق مي  مثال:

 

 



 

 

كند. اگر تمام تيرهاي او به يكي از امتيازي شليک مي  5امتيازي و ديگري    3تيراندازي به دو هدف يكي    مثال:

 امتياز بگيرد؟ 42دو هدف برخورد كرده باشد، به چند طريق اين تيرانداز ممكن است 

 



 

 

 سبزي و قيمه غذا سفارش دهند؟توانند از ميان قرمهنفر مي  5ريق چند ط به  مثال:

 



 

 

 اي انتخاب كرد؟شاخه  9توان از بين دو نوع گل گلايل و ميخک يک دسته گل به چند طريق مي  مثال:

 



 

 

توانااد بااا امتيازي موجود است. يک دانش آموز به چنااد طريااق مي  9و    7در يک مسابقة علمي سئوالات    مثال:

 امتياز كسب كند؟  73به اين سئوالات  پاسخ 

 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي :

 

 
 



 

 

 
 



 

 

 
 



 

 

 : مقدمات گراف  10اپيزود 
 :تاريخچه 

 هاي شاه گوهيكسبهگ )مسأله اويفه(مسأله رل

 

 

 

  

A

B

C D



 

 

 

پال( و باه   7منطقه( شروع به حركت كرد و از هر پل دقيقاً يک بار عبور كارد )  4توان از يكي از مناطق )آيا مي   سئوال:

 ناحية اول برگشت؟ 

 

 

 هقطه → منطقه                           

سازيمدل   

 خط راست يا خميده → رل                           

 

 

  

  

A

D

B

C



 

 

    : يتتا  بهختتيبطوريكه  ه )يال گهاف(دي خط راست يا خميدساختاري است شامل تعدادي هقطه )رأس گهاف( و تعداگراف

 اهد.رئوس با تعدادي يال به هم متصل شده همه

 :  ارگراف از لحاظ ساخت

 بيش از يك يال دارد يا اينكه لاولاه دارد.   شگها ي كه بين دو رأسچندگانه :  گراف   -1 

 كند. يالي است كه يك رأس را به خودش وصل مي  «طوقه» 

 .فهماهند گهاف مسأله اوي 

 

 هايش جات دارهد يعني روي هه يال يك  فش وجود دارد.گها ي كه يالدار : گراف جهت  -2 

 هادار = تعداد  فشهاي گهاف جاتتعداد يال 

 

 ه چندگاهه. دار باشد هگها ي كه هه جاتگراف ساده :    -3 



 

 



 

 

 شود.دار بصورت زوج مهتب همايش داده ميها در گهاف جاتيالنكته : 

 

 مثال:  

 V a,b,c,d,e,f=   

 E ab,cd,ef ,fa,bc,de=   

 



 

 

 مثال:

 V a,b,c,d,e=   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) E a,a , a,b , c,d , d,c , c,b=   

 



 

 

: مفاهيم و اصطلاحات اوليه در گراف ساده 

  pمهتبه گهاف = تعداد رئوس =   -1
 

  qها = اهدازة گهاف = تعداد يال  -2
 

 كچل( : رأسي كه هيچ يالي هدارد.  -منفهد  -رأس تناا )ايروله  -3
 

)كند = درجة هه رأس : تعداد يالي كه از نن ابور مي  -4 )deg   
 

  ماكريمم درجه = بيشتهين درجه بين رئوس =   -5

  كمتهين درجه بين رئوس =  =هيمم درجه  مي     

a
b

d

e

c

f



 

 

 است.  maxرئوس ماكريمم = رأسي كه درجة نن   -6

 است. minهيمم = رأسي كه درجة نن  رئوس مي     

 

 رئوس زوج = رئوسي كه درجة نهاا زوج است.  -7

 رئوس  هد = رئوسي كه درجة نهاا  هد است.     

 

 دو رأس مجاور = دو رأس كه با يك يال به هم متصفند.  -8
 

 دو يال مجاور = دو يال كه در يك رأس مشتهكند.  -9
 

 هاي يك رأس = رئوسي كه با نن رأس مجاورهد.مجمواه همسايه  -10

a
b

d

e

c

f



 

 

( )N   همسايگي باز رأس  همه رئوس مجاور 

 N   همسايگي بستة رأس   همه رئوس مجاور و خود رأس  
 

 اي از گهاف اوليه باشد يعني مجمواهزيهگهاف : هه گها ي كه زيهمجمواه  -11

 هاي گهاف است.هايش هير زيهمجمواه يالهاي گهاف و مجمواه يالرأس رئوسش زيهمجمواه

 

a
b

d

e

c

f



 

 

  ها بهابه است.مجموع درجات رئوس با دو بهابه تعداد يال  ،در هه گهاف ساده:   1قضيه 
p

i p

i

deg deg deg deg ... deg q
=

 =  +  +  + +  = 1 2 3
1

2   

 



 

 

  تواهد تعتتداد  تتهدي رأس  تتهد اي همي)هيچ گهاف ساده  .، اددي زوج استدر هه گهاف ساده، تعداد رئوس  هد:    2قضيه

 داشته باشد.(



 

 

 



 

 

: معرفي سه مفهوم مهم در گراف 

 aكتته از    bو    aراس دو به دو متماير بتتين دو راس    n+1متشكل از  است  دهباله اي  ،    nمسيه به لاول  مسير در گراف :    -1

 اس متوالي در اين دهباله مجاورهد.ختم مي شوهد و هه دو ر bنغاز و به 

 

 نكات مسير :

 هاي لاي شدهلاول مسيه = تعداد يال -1 

  qتعداد مسيهها به لاول يك =   مسيه به لاول يك = يال  -2 

  pتعداد مسيهها به لاول صفه =  مسيه به لاول صفه = رأس  -3 

 ي هداريم(در يك مسيه همة رئوس متمايرهد. )رأس تكهار -4 

 0حدالال لاول مسيه =  -5 

pرأسي =  pحداكثه لاول مسيه در يك گهاف   -6         −1  

 
a

b

e

dc



 

 

n؛    nدور به لاول  دور در گراف :    -2  nv، دهباله اي است بصورت    3 v v ...v v−1 2 3 1 راس دو به دو متمتتاير كتته   nاز    1

 ن هه راس، با راس بعدي مجاور است.در ن

 

 

 

 نكات دور :

 نخه.و همة رئوس متمايرهد به جر رأس اول   ،در يك دور -1 

 ،3هاي هندسي تشتيص داد )مثفث = دور به لاول  توان از روي شكلدورها را مي -2 

 و ...( 4چاارضفعي = دور به لاول              

 مثفث است  3حدالال لاول دور بهابه  -3 

  p  =pحداكثه لاول دور در يك گهاف مهتبه   -4        

a

b

c

f

ed



 

 

 

را همبند گوييم ههگاه بين هه دو رأس نن حدالال يك مستتيه وجتتود داشتتته   Gگهاف  همبندي و ناهمبندي در گراف :    -3

 هاف يك بتشي باشد و از چند بتش جدا از هم تشكيل هشده باشد.باشد )رئوس همگي متصل باشند(. يعني گ

 

 

 

 

 همبند هباشد، نن را هاهمبند گوييم. Gاگه  

 

 

  
a

b

c a

b c

d

e G3
G4

G1
G2

 



 

 

 
 

 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي :

 

 
 



 

 

 

 



 

 

 

 
 

 

 

 



 

 

 گراف  انواع:  11اپيزود 
گراف خطي    -1

nP  : )گها ي كه تناا از يك مسيه )گراف مسيرn .رأسي تشكيل شده باشد 

 

 

)گراف چند ضلعي    -2 )nC n   رأسي تشكيل شده باشد. nگها ي كه تناا از يك دور )گراف دور( :  3

 

 

باشد. يعني درجة همة رئوس با هم بهابه استتت  kگها ي كه درجة همة رئوس نن بهابه ادد حسابي منتظم :  -kگراف   -3

 است. kو بهابه با ادد 

 



 

 

 نكات :

1( q pk=2   

2( k =  =   



 

 

pمنتظم داريم    -3مثال : در يک گراف  q= +2  را حساب كنيد.  q,pمقادير   4



 

 

داريم   36مثال : در يک گراف از اندازه  =  =  مرتبه اين گراف را تعيين كنيد.  3



 

 

 منتظم مهتبة  هد وجود هدارد )لاابل رسم هيست(.  -گهاف  هد (3

 قابل رسم است؟   7منتظم مرتبه    -3مثال : چند نوع گراف 



 

 

 وجود دارد؟   7منتظم مرتبه   -kمثال : چند نوع گراف 



 

 

يا    pkگراف كامل )  -4
nk  : )  از مهتبه  گها ي استp    يا(n    ).همتتة   بتته ابتتارت ديگتته،  كه همة رئوس نن با هم مجاورهتتد

 بيشتهين تعداد يال را دارد.در هتيجه، رئوس به هم متصل هستند.  

 

 

 نكات :

1( p =  = −1  

2( 
( )p p

q
−

=
1

2
  

 منتظم است.-(n-1يك گهاف ) ،راسي n( هه گهاف كامل 3



 

 

 گراف را حساب كنيد.  ، ماكزيمم درجه و ميمنيموم درجهرتبهميال دارد.    36مثال : يک گراف كامل  



 

 

pمثال : در يک گراف كامل داريم  =  +2 2  مرتبه و اندازة اين گراف را حساب كنيد.  15



 

 

qمثال : در يک گراف كامل داريم :   =  −2 و اندازة گراف را حساب كنيد.  مرتبه 



 

 

آيد. مرتباه و انادازة ايان گاراف را منتظم يک گراف كامل به دست مي   -3يال به يک گراف    6مثال : با اضافه كردن  

 حساب كنيد.



 

 

موجود   Gهايي داشته باشد كه در  هم مهتبه بوده و يال  Gگوييم ههگاه با    Gرا مكمل گهاف    Gگهاف  گراف مكمّل :    -5

 هيستند و بهاكس.

 

 

 

 نكات :

1( 
( )

G G

p p
q q

−
+ =

1
2

  

2( a a

G G
deg deg p+ = −1  

a

c

b

d

e
G



 

 

 را حساب كنيد. Gباشد، اندازة گراف    10و اندازة   6گرافي از مرتبة   Gمثال : اگر 



 

 

چناد   Gدر گاراف    aاسات. درجاه رأس    5برابار    Gدر مكمل گراف    aو درجه رأس    11از مرتبه    Gمثال : گراف  

 است؟ 



 

 

 شود.همايش داده مي nkيا  pkرأس ايروله تشكيل شده است و با    ي كه هيچ يالي هدارد و از تعداديگهاگراف تهي :   -6

 

 نكات :

 ( گهاف تاي، مكمل گهاف كامل است.1 

 منتظم است. -0( هه گهاف تاي يك گهاف  2 

  k1هاي تاي هاهمبندهد بجر ( همة گهاف3 

 

 



 

 

 

 
 

 
 

 



 

 

 مشاهده نمونه سوالات نهايي : 

 
 

 
 



 

 

 
 



 

 

 
 



 

 

 
 



 

 

 احاطه گري:  12اپيزود 
  زيهمجمواة  گر :  مجموعة احاطهD    مجمواة رئوس گهاف  ازG  گه گوييم ههگاه هه رأس از گتتهاف يتتا در  را احالاهD 

 مجاور باشد. Dباشد يا حدالال با يكي از رئوس 

 

 

 

 

 

 

 

a b c

d e

gf

h

a b c

d e

gf

h

a b c

d e

gf

h

a b c

d e

gf

h



 

 

 

  گه گتتهاف  هاي احالاهدر بين تمام مجمواهنيمم :  گر مي مجموعة احاطهG  گهي كتته هاي احالاتتهمجمواتته يتتا مجمواتته

 شود.هيمم هاميده ميگه ميكمتهين تعداد اضو را دارهد، مجمواه احالاه

 

 

 

 

a b c

d e

gf

h



 

 

 گهي گفته و با هيمم ادد احالاهگه ميهاي احالاهبه تعداد ااضاي مجمواهگري :  عدد احاطه( )G دهيم.همايش مي 

 

 هاميم.مجمواه هير مي  -را به اختصار   مينيموم  گههاي احالاهمجمواهنكته : 

- موهيمگه ميمجمواه = مجمواه احالاه 

 

 
P10

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10

a

b

c

d
e

f

g

C7



 

 

  گه گه را مينيمال گوييم ههگاه با حفف هه يك از رئوسش ديگتته احالاتتهيك مجمواه احالاهگر مينيمال :  مجموعه احاطه

 هباشد.

 

 هيمم هيست!گه مينيمال لروماذ مي( هه مجمواة احالاه1نكته : 

 هيمم حتماذ مينيمال است.گه مي( هه مجمواة احالاه2 

 

 

 



 

 

 

 
 

 



 

 

ي از رئوساش باه عضوي پيدا كنيد كه با حاذف برخا  6گر غيرمينيمال  مثال : در گراف شكل روبرو يک مجموعة احاطه

 گر مينيمال تبديل شود.مجموعة احاطه



 

 

 عضوي بنويسيد.  3گر عضوي و يک مجموعة احاطه  4گر مثال : الف( يک مجموعة احاطه

 

 گر مينيمال بنويسيد.وعة احاطهب( يک مجم 

 

 نيمم بنويسيد.گر مي پ( يک مجموعة احاطه 

 

 گري چند است؟ ت( عدد احاطه 

 

 



 

 

 هاي گراف بالا را بنويسيد.مجموعه  -له : همه مسأ 

 
 



 

 

 گري گراف زير را تعيين كنيد.له : عدد احاطهمسأ 

 
 



 

 

  در گهاف  گري :  كران پايين عدد احاطهG  باn  رأس و درجه ماكريمم  يك كتتهان رتتايين بتتهاي  بهابتته استتت بتتا

n 
  + 1
يعني  

n 
 

  + 1
 

 



 

 

اي بتتا كنيم نيا مجمواتتهرا حساب كهده سپس بهرسي مي  ابتدا كهان رايين    ،در هه گهاف  بهاي بدست نوردن  كاربرد :  

 بهسيم. كنيم تا به ريدا شده اگه هبود ااداد بررگته را چك مي گه است يا خيه؟ اگه بود كه نن تعداد اضو احالاه

 



 

 

 ت كنيد:عدد احاطه گري گراف شكل مقابل را تعيين و ادعاي خود را ثابله : مسأ 

 

 

 

 



 

 

هاي  در گهافنكته : 
n nP ,C گهي با كهان رايين بهابه است:الاهادد اح 

n 
 =

  3
  

 

 

 
 

P5

 C5



 

 

بجز   له :مسأ 
n nP ,C  ،گري آن با كران پايين برابر باشد :گرافي رسم كنيد كه عدد احاطه 

 

 



 

 

 گري آن با كران پايين برابر نباشد :له : گرافي رسم كنيد كه عدد احاطهمسأ 

n 
 

  + 1
  

 

 

                   minq minq يك رأس به همة رئوس ديگه متصل باشد :  p= −1  

p )ستارهاي(                    = −1  

 : نكته
هي  ات ن

 = 1   

                   maxq   گهاف كامل : 
( )

min

p p
q

−
=

1
2

  

 

  



 

 

رأس رسم كنيم كه    6مثال : گرافي   =  باشد. 2

 پاسخ :

 

ن رأسي رسم كنيد كه در آ  12مثال : گرافي   =  باشد. 3

 پاسخ :

 

رأسي رسم كنيد كه در آن   20مثال : گرافي   =  باشد. 7

 پاسخ :

 



 

 

 



 

 

 
 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي : 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 يگشت هاي دسته بندي و تكراريا: ج 13اپيزود 
 

 شي  متماير با تهتيب و بدون تكهار nهاي كنار هم لاهار گه تن تعداد حالتجايگشت :   -1

 
 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )n n n n ..........− − −    1 2 3 3 2 1  

( )( )( )nP n! n n n n ...= = − − −    1 2 3 3 2 1  

0=! : لاهارداد 1  !=1 1  !=2 2  !=3 6   

        !=4 24  !=5 120  !=6 720  

 

         
........



 

 

,و ارقام    p,n,mفرض كنيد با سه حرف    مثال: , ,4 3 2 كااراكتري تشاكيل دهايم. تعاداد كال  7مز خواهيم يک رمي   1

 رمزها را بدست آوريد اگر ؛

 الف( هيچ محدوديتي هباشد.

 ب( حهوف كنار هم باشند.

 ج( ارلاام كنار هم باشند.

 د( هم حهوف كنار هم باشند و هم ارلاام

 ه( حهوف و ارلاام بصورت يك در ميان لاهار گيههد.
 

 

 

 

 



 

 

 : Bشي  از هوع  nو  Aشي  از هوع   mهاي يك در ميان لاهار گه تن تعداد حالتنكته : 

m! n! m n

m! n! m n

m n , m n

=


− =
  − 

2
1

0 1
  



 

 

 توان در يک قفسه كنار هم چيد اگر ؛كتاب فيزيک را به چند طريق مي  4كتاب رياضي و   5  مثال:

 الف( هيچ محدوديتي هباشد.

 هاي  يريك كنار هم باشند.ب( كتاب

 هاي رياضي كنار هم هباشند.ج( هيچ يك از كتاب



 

 

توانند كنار هم قرار گيرند هرگاه دانش آموز دوازدهم تجربي به چند طريق مي   6دانش آموز دوازدهم رياضي و    6  مثال:

 ؛

 الف( داهش نموزان هه رشته كنار هم باشند.

 ب( داهش نموزان دو رشته بصورت يك در ميان لاهار گيههد.



 

 

شتتي    r2شتتي  يكستتان و    r1شي  بطوريكه در ميتتان نهاتتا    nهاي كنار هم لاهار گه تن  تعداد حالتجايگشت تكراري :    -2

 شي  يكسان )تكهاري( وجود دارد : krشي  يكسان و ... و  r3يكسان و 

 

k

n!

r ! r ! r ! ... r !   1 2 3

   
( )

n!

! كراري ها  ت
  

 



 

 

,مثال : با ارقام  , , , , , , ,3 3 3 2 2  توان ساخت؟ رقمي مي   9چند عدد    1111



 

 

,مثال : با ارقام  , , , , ,3 3 3 3  توان ساخت؟ رقمي مي   7چند عدد    000



 

 

,مثال : با ارقام  , , , , , ,5 5 5 5  توان ساخت؟ رقمي زوج مي   8چند عدد    0000



 

 

 نفر را در سه اتاق دونفره ، سه نفره و چهارنفره جاي داد؟   9توان  مثال : به چند طريق مي 



 

 

 نفر را در دو اتاق دوتخته و يک اتاق سه تخته جاي داد؟   7توان  مثال : به چند طريق مي 



 

 

 اتاق يک تخته و يک اتاق دو تخته و يک اتاق سه تخته جاي داد؟   4نفر را در    9توان  مي مثال : به چند طريق 



 

 

 مشاهده نمونه سوالات نهايي : 

 
 

 

 

 



 

 

 



 

 

 تركيبات تكراري و تعداد جوابهاي معادلات سياله با ضرايب واحد:  14اپيزود 
 : حالت اول

ها در جايگشتتت استتتفاده هوع شي  بطوريكه لازم هباشد از همه اهواع شتتي   kشي  از ميان    nهاي تكهاري  تعداد جايگشت  *

 شود )به دلتواه بهداشته شود(.

 هفه بطوريكه لازم هباشد به همه ا هاد از نن اشيا بهسد )به دلتواه توزيع شود(. kشي  يكسان بين  nهاي توزيع تعداد راه *

kxة سياله  هاي معادلتعداد جواب * x x ... x n+ + + + =1 2  :)ااداد حسابي( مجمواه ااداد صحيح و هامنفيدر  3
n k

k

+ − 
 

− 

1
1

 

 



 

 

 اي ساخت؟ شاخه 6نوع گل ميخک، گلايل و رز ، يک دسته گل    3توان از ميان  مثال : به چند طريق مي 



 

 

 نفر به دلخواه توزيع كرد؟  3يكسان را بين  توپ   5توان  مثال : به چند طريق مي 



 

 

xمعادلة  هاي صحيح و نامنفي  مثال : تعداد جواب x x x+ + + =1 2 3 4  را به دست آوريد.  7



 

 

 :  حالت دوم

 هوع شي  بطوريكه از هه هوع حدالال يكي استفاده شود. kشي  از ميان   nهاي تكهاري تعداد جايگشت *

 هفه بطوريكه به هه هفه حدالال يكي بهسد. kشي  يكسان بين  nهاي توزيع تعداد راه *

kxهاي معادلة  تعداد جواب * x x ... x n+ + + + =1 2  لابيعي( :ااداد  در مجمواة ااداد صحيح و مثبت ) 3
n

k

− 
 

− 

1
1

 

 



 

 

نوع گال انتخااب كارد بطوريكاه از هار ناوع گال   4شاخه گل از بين    9توان دسته گلي شامل  مثال : به چند طريق مي 

 حداقل يک شاخه برداريم؟ 



 

 

 برسد؟ نفر توزيع كرد هرگاه بخواهيم به هر نفر حداقل يک توپ  4توپ يكسان را بين    8توان  ثال : به چند طريق مي م



 

 

xمثال : معادلة   x x+ + =1 2 3  در مجموعة اعداد صحيح و مثبت چند جواب دارد؟  7



 

 

 : حالت سوم

شتتي  و از هتتوع دوم   r1هوع شي  بطوريكه در جايگشت از هوع اول حدالال    kشي  از ميان    nهاي تكهاري  تعداد جايگشت  *

 شي  استفاده شود. krاُم حدالال   kشي  و ... و از هوع  r3شي  و از هوع سوم حدالال  r2حدالال 

شي  و به هفتته   r2شي  و به هفه دوم حدالال    r1هفه بطوريكه به هفه اول حدالال    kشي  يكسان ميان    nهاي توزيع  تعداد راه  *

 شي  بهسد. krاُم حدالال  kفه شي  و به ه r3سوم حدالال 

kxهتتاي معادلتتة  تعداد جواب  * x x ... x n+ + + + =1 2 xبطوريكتته    3 r1 xو    1 r2 xو    2 r3 kو ... و    3 kx r 

 باشد :

( )kn k r r r ... r

k

+ − − + + + + 
 

− 

1 2 31
1

 

 



 

 

 بخواهيم ؛شاخه انتخاب كرد اگر   11نوع گل   5توان از ميان  به چند طريق مي مثال :  

 الف( به دلتواه اهتتاب كنيم.

 

 ب( از گل هوع دوم حدالال دو شاخه و از گل هوع رنجم بيش از سه شاخه اهتتاب كنيم.

 

 

 شاخه اهتتاب كنيم. 5پ( از گل هوع سوم اهتتاب هكهده و از گل هوع چاارم حدالال 

 

 



 

 

xمثال : معادلة   x x x x+ + + + =1 2 3 4 5 xچند جواب صحيح و نامنفي با شرط  14 1 xو   1 3  دارد؟  3

 

 



 

 

 : نكات 

kxهاي معادلة سياله  ( در محاسبة تعداد جواب1 x x ... x n+ + + + =1 2 در مجمواتته ااتتداد لابيعتتي اگتته   ،با شتتهط  3

بهخي متغيهها شهط هداشته باشند بايد حتماذ خودمان شهط 
ix 1 .را بهاي نهاا در هظه بگيهيم 

 



 

 

xمثال : معادلة   y z t+ + + xبا شرط  14=  yو   2   طبيعي دارد؟ چند جواب  3

 

 



 

 

xمثال : معادلة   x x x x x+ + + + + =1 2 3 4 5 6 xچند جواب صحيح و مثبت با شرط  12 =3 xو   4 5  دارد؟  2

 

 



 

 

kx( در معادلة سياله 2 x x ... x n+ + + + =1 2  دارهد. 1( هستند و ضهيب 1)توان  1تمام متغيهها از درجه   3

داشت ابتتتدا بايستتتي بجتتاي نن متغيتته   1هبود يا ضهيب بيش از    1تا( از درجه    2اي يك يا چند متغيه )هاايتاذ  معادلهاگه در  

 هاي هه حالت را به دست نورده و در هاايت با هم جمع كنيم.ااداد مناسب لاهار داده و تعداد جواب



 

 

xمثال : معادلة   x x x+ + + =1 2 3 43  نامنفي دارد؟ چند جواب صحيح و   7



 

 

xمثال : معادلة   x x x+ + + =1 2 3 4  چند جواب صحيح و مثبت دارد؟  5



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي : 

 

 
 

 

 
 



 

 

 

 
 

 

 

 
 



 

 

 مربع لاتين :  15اپيزود 

 
  : يك جدول مهبعي شامل ااداد  مربع لاتينn,..., , ,3 2 nبه شكل مهبع   1 n ها با اين ااداد رُه  كه سطهها و ستون

موجود بوده و هيچ ادد تكهاري در هيچ سطه يا هيچ ستوهي  nتا  1شده باشد بطوريكه در هه سطه و ستون همة ااداد  

 موجود هباشد. 

  1   1 مهبع 1
 

   2  2 مهبع 2

 

 

 



 

  

  

  



 



 

  

 

 

   

 



 

  

 

 

   

 

 

 

    

 





 

 

 رارامته دخالت دارهد. 3هايي كه ريري در اجهاي امفياتبههامههاي لاتين : كاربرد مربع 



 

 

قصد دارند در يک روز در سه زنگ اول، دوم و سوم در سه   جهانبخشو    ابراهيمي هاي پورحسيني،  سه استاد به نام  مثال:

هاا دقيقااً از كلاس   هر يکدرس در  متدريس كنند بطوريكه هر كلاس سه جلسه درسي داشته و هر    Cو    A    ،Bكلاس  

 ريزي كنيد.يک بار تدريس كند. براي اين كار برنامه



 

 

اي تدريس كند كه هار به گونه  C6تا    C1در شش كلاس    Z6تا    Z1زنگ    6در    O6تا    O1قرار است شش استاد    مثال:

 ريزي كنيد.استاد در هر كلاس دقيقاً يک جلسه تدريس داشته باشد. براي اين كار برنامه



 

 

    : تا    1سطه اول را به تهتيب  مربع لاتين چرخشيn  ها را به تهتيب يك واحتتد يتتك هويسيم. از سطه دوم به بعد درايهمي

 هويسيم.هاي خالي ابتدايي ميشوهد را در خاهههاي اهتاايي كه از مهبع خارج ميبهيم و درايهواحد جفو مي

 

 

 

  

  

 

 

   

  

  

 

 

   

 

 

 

    



 

 

5يک مربع لاتين    مثال:  بنويسيد.  5



 

 

 كند :آنها ماهيت مربع لاتين تغييري نمي هايي كه با اجراي عمليات 

 با اهجام يكي از سه امفيات زيه، مهبع جديد باز هم مهبع لاتين خواهد بود :

 ( تعويض دو سطه دلتواه1 

 ( تعويض دو ستون دلتواه2 

 ها( اامال جايگشت روي درايه3 

 

 
 

 

 

 

 

  

  

 

 

   

→

→

→
 

 

 



 

 

    : هض كنيد  دو مربع لاتين متعامد A    وB  هاي هظيه به هظيتته باشند بطوريكه از كنار هم لاهار دادن درايه  دو مهبع لاتين

از اين دو مهبع، مهبع جديدي از همان مهتبه حاصل شود كه هه دراية نن يك ادد دورلامي است )رلام اول متعف  بتته مهبتتع 

A    يا بهاكس  و رلام دوم متعف  به مهبع«B    يا بهاكس ( حال دو مهبع«A  وB  متعامدهد اگه و  قط اگه هيچيك از ااتتداد

 دورلامي تكهاري هباشند.

 

 

 

 

 

 

 

 

A =

 

B = 

 

A =

 

B = 



 

 

يك محك بهاي تشتيص متعامد بودن دو مهبع لاتين بدين صورت است كه بهاي متعامد بودن بايد هه دو روش تشخيص :  

در مهبع دوم داشته باشد. اين روش در حقيقت بتتهاي ريتتدا كتتهدن   "متماير"هاي متناظه  از مهبع اول، درايه  "يكسان"درايه  

هاي متناظه نهاا هير در مهبع مثال هقض بسيار مناسب است يعني دو دراية يكسان از مهبع اول در هظه بگيهيم و ببينيم درايه

 دوم يكساهند كه در اين صورت دو مهبع متعامد هيستند.

 

 

 

 

 

 

 

 

A =

 

B =

 

A =

 

B =



 

 

بهاي  -1نكته :  n , ,= 1 2  لاتين متعامد وجود هدارد.هيچ دو مهبع   6

 دو مهبع لاتين متعامد موجود است. 6و  2و  1بجر  nبه ازاي هه   -2 

 



 

 

 : نكات 

 مهبع لاتين حاصل از اامال جايگشت روي ااضاي يك مهبع لاتين دلتواه لاطعاذ با مهبع اوليه متعامد هتواهد بود. -1

 

 

 

 

 

نيد لروماذ با مهبتتع لاتتتين اوليتته مهبع لاتيني كه از تعويض جاي دو سطه يا دو ستون يك مهبع لاتين دلتواه به وجود مي  -2

 متعامد هيست )ممكن است متعامد باشد يا هباشد(.

 

 

A =



 

 

كماكتتان   نيد كه با مهبع ديگهجديد به وجود مي  لاتين متعامد، مهبعي  هاي يكي از دو مهبعبا اامال جايگشت روي درايه  -3

 .متعامد است



 

 

    : رتتارامته در نهاتتا دخالتتت داشتتته و ارتبتتاط   4هتتايي كتته  ريري بهاي اهجام امفياتبههامهكاربرد دو مربع لاتين متعامد

 با هم بايستي منحصه به  هد باشد.رارامتهها  



 

 

روز هفته كار كنند بطوريكه هر كارگر با هر نوع   5نوع الياف در    5ريسي و  نوع ماشين نخ  5كارگر با    5قرار است    مثال:

 گرفته شده باشد.ماشين و هر نوع الياف دقيقاً يكبار كار كرده باشد و نيز هر الياف در هر ماشين دقيقاً يكبار به كار  



 

 

هاا سن در خانه سه كُت و سه پيراهن داشته باشند و بخواهند در سه روز اول هفتاه از ايان لباس اگر سه برادر هم  مثال:

ها را دقيقاً يكبار پوشيده باشد و هر كت باا هار ها را و هر يک از پيراهن بطوري استفاده كنند كه هر فرد هر يک از كت

 تواننند اين كار را انجام دهند؟ پيراهن نيز دقيقاً يكبار مورد استفاده قرار گرفته باشد، چگونه مي 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي : 

 
 



 

 

 
 



 

 

 
 

 



 

 

 اصل شمول و عدم شمول:  16اپيزود 
 : الف( دوعضوي 

( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B= + −   

A B A B A B= + −  شمول     

 

A B A B S A B  = = −  ادم شمول      
 

A B A A B− = −  ادم شمول تفاضفي      

 



 

 

  : تعداد ااداد مضارب  نكتهk  بتشپفيه به(k از مجمواة ) , , ,...,n1 2 3 : 
n

k

 
  
  



 

 

 بخشپذير باشند؟   3يا   2دارد كه بر چند عدد وجود   90تا   1در بين اعداد طبيعي  مثال :  



 

 

مثال : از مجموعة   , , ,...,1 2 3  اولند؟   15چند عدد وجود دارد كه نسبت به   200



 

 

 بخشپذير نباشند؟   7بخشپذير باشند ولي بر   4چند عدد طبيعي وجود دارد كه بر    300تا   1مثال : در بين اعداد  



 

 

نفر هم فوتبال و هام واليباال باازي   9كنند. اگر  واليبال بازي مي نفر    14نفر فوتبال و    15نفري    25مثال : در يک كلاس  

 كنند نه واليبال؟ كنند تعيين كنيد چند نفر نه فوتبال بازي مي 



 

 

و يک  7باشد و بدانيم كه رمز بسته شده روي قفل حداقل يک   9مثال : اگر يک قفل رمزدار شامل چهار رقم از صفر تا  

 ثانيه طول بكشد حداكثر چقدر زمان لازم است تا قفل باز شود؟   5شود و امتحان كردن هر رمز  را شامل مي   8



 

 

 ب( سه عضوي :

A  ياB   ياC  از( رخ دهدA   وB  وC : )حدالال يكي رخ دهد 

A B C A B C A B A C B C A B C= + + − − − +   

 ( :Cرخ دهد و هه  Bرخ دهد هه  Aهيچكدام رخ هدهند )هه 

A B C S A B C= −   

 



 

 

مثال : چند عدد از مجموعة   , , ,...,1 2 3  پذير باشند؟ بخش  5يا   3يا   2وجود دارند كه حداقل بر يكي از اعداد   200
 



 

 

nمثال : چند عدد طبيعي مانند   1  پذير نباشد؟ بخش 5  و 4و   3وجود دارد كه بر هيچيک از اعداد    400



 

 

در آن موجاود اسات.   7و ياک    3و يک    2است كه حداقل يک    9تا    1رقمي شامل ارقام    5مثال : رمز يک قفل عددي  

 ثانيه طول بكشد حداقل چقدر زمان لازم داريم تا قفل باز شود؟   6اگر امتحان كردن هر رمز  



 

 

نفر عضو هيچياک   10كنند. اگر  نفر بسكتبال بازي مي   9نفر واليبال و    11نفر فوتبال،    15نفري    34در يک كلاس  مثال :  

نفر فوتبال و بسكتبال بازي كنند، مطلوب است ايان  4نفر واليبال و بسكتبال و   6نفر فوتبال و واليبال و    5ها نبوده و  از تيم

 كه چند نفر؛

 كنند؟الف( هه سه رشته را بازي مي

 كنند؟ب(  قط  وتبال بازي مي

 كنند؟كنند ولي بسكتبال بازي هميپ( واليبال بازي مي

 كنند؟ت(  قط در يك رشته بازي مي

 مشاهده نمونه سوال نهايي :



 

 

 

 
 

 

 
 



 

 

 

 

 

 



 

 

 تابع شماري و توزيع اشياء متمايز:  17اپيزود 
 

Aاضو      هض : m=       و     اضوB n=  

 

   mnاضوي  nاضوي به يك مجمواه  m( تعداد توابع از يك مجمواه  1

اضوي  nاضوي به يك مجمواه   m( تعداد توابع يك به يك از يك مجمواه 2
n m

    
( )

( )
m

n!
n

n m !
=

−
  

mاضوي به يك مجمواه   m( تعداد توابع روشا از يك مجمواه 3 n  

      mاضوي  2الف(    −2 2  

      mاضوي  3ب(   m−  +3 3 2 3  

 



 

 

Aاگر :  مثال = Bو  6 =  ؛  4

 لاابل تعهيف است؟ Bبه  Aالف( چند تابع از 

 لاابل تعهيف است؟ Aبه   Bب( چند تابع از 

 لاابل تعهيف است؟ Bبه   Aپ( چند تابع يك به يك از 

 لاابل تعهيف است؟ Aبه   Bت( چند تابع يك به يك از 

 



 

 

 ؛  عضوي  4: از يک مجموعه  مثال

 توان تعهيف كهد؟اضوي چند تابع روشا مي 2الف( به يك مجمواه  

 توان تعهيف كهد؟اضوي چند تابع روشا مي 3ب( به يك مجمواه 

 

 

 

 



 

 

  : هاي توزيع تعداد راهنكتهm  شي  متماير بينn : هفه بطوريكه 

 تعداد توابع الف( لازم هباشد به همه ا هاد از اشيا  بهسد )دلتواه توزيع شود( 

 تعداد توابع روشا ب( به هه هفه حدالال يكي بهسد 

 تعداد توابع يك به يك پ( به هه هفه حداكثه يكي بهسد )بيش از يكي ههسد( 

 )تعداد كل توابع منااي تعداد توابع روشا( تعداد توابع غيهروشا ت( حدالال به يك هفه هيچي ههسد 

 

 



 

 

 نفر توزيع كرد اگر بخواهيم ؛  3متمايز را بين  جايزه  5توان  به چند طريق مي :  مثال

 الف( به دلتواه توزيع شود؟

 ب( به هه هفه حداكثه يكي بهسد؟

 پ( به هه هفه حدالال يك جايره بهسد؟

 اي ههسد؟ت( حدالال به يك هفه هيچ جايره

 



 

 

 1مرحله و در هار مرحلاه    4خواهيم در  ايم و مي اند انتخاب كردهنفر را كه براي برنامه نود پيامک ارسال كرده  8:  مثال

 كشي بدهيم. اين عمل به چند طريق قابل انجام است؟ جايزه را به يكي از آنها با قرعه

 

 



 

 

نفر توزيع كرد به شرط آنكه هيچ كس بيشاتر از ياک خودكاار  8بين خودكار متفاوت را  4توان : به چند طريق مي مثال

 نداشته باشد؟ 

 

 



 

 

نفر توزيع كرد به شرط آنكه به هر نفار دسات كام ياک كتااب   3كتاب مختلف را بين    4توان  : به چند طريق مي مثال

 برسد؟ 

 



 

 

 مشاهده نمونه سوال نهايي : 

 

 
 

 

 

 



 

 

 

 
 

 



 

 

 اصل لانه كبوتري:  18اپيزود 
mلاهه را اشغال كنند بطوريكه  nكبوته بتواهند  mاگه  n  وجود دارد كه در نن حدالال دو كبوته حدالال يك لاهه نهگاه

 گيهد. جاي مي

 

  دهيم بهلاهار است كه در ايتتن گيهيم و هشان ميمسايل را در بدتهين حالت در هظه مي:    اثبات شهودي اصل لانه كبوتري

 ها هير بهلاهار است.مه حالتصورت در ه

 

    : كنيم اگه بالايماهده نورد به ختتارج لاستتمت  قتتط يتتك تقسيم ميها  تعداد كبوتهها را به تعداد لاههاستراتژي حل مسايل

 نيد.كنيم. حدالال كبوتهها به دست ميواحد اضا ه مي

 



 

 

 اند.متولد شدهنفره نشان دهيد حداقل دو نفر در يک ماه سال    13مثال : در يک كلاس  



 

 

نشان دهيد حداقل دو ضلع همرنگ خواهناد گ كنيم مثال : اگر بخواهيم سه ضلع يک مثلث را با دو رنگ آبي و قرمز رن

 بود.



 

 

 نهشت هستند.هم  4عدد طبيعي حداقل دو عدد وجود دارد كه در پيمانه    5مثال : ثابت كنيد بين هر 



 

 

 اند؟ نفري حداقل چند نفر در يک فصل سال متولد شده  15ي  مثال : در يک خانواده



 

 

 اند. حداقل چند نفر از آنها ماه و روز هفتة تولد يكسان دارند؟ نفر شركت كرده  200مثال : در يک همايش 



 

 

 : تيپ هندسي مسايل اصل لانه كبوتري 

 :الاضپع داريممثفث متساويهاي كوچكته همناشت، ل به شكلرس از تقسيم شك 

  اصفه دو هقطه >لاول ضفع مثفث     

 (:مستطيلالراويه، مهبع، دايهه، مثفث لاائموچكته همناشت، زاويه لاائمه داريم )هاي كرس از تقسيم شكل به شكل 

  اصفه دو هقطه >لاول لاطه )وته(    

 تعداد هقاط =هاي كوچك تعداد هاحيه 1+ :   هكته مام

 



 

 

 5كنيم. ثابت كنيد فاصالة حاداقل دو نقطاه از ايان انتخاب مي   2الاضلاعي به ضلع  متساويمثال : پنج نقطه داخل مثلث  

 كمتر است. 1نقطه از 

 



 

 

دو نقطه از ايان پانج نقطاه چقادر حداقل  گيريم. حداكثر فاصله  واحد در نظر مي   4نقطه داخل مربعي به ضلع    5مثال :  

 است؟ 



 

 

8نقطه داخل مستطيل    13مثال :   كمتار   8شاان از  نقطاه فاصله  13نقطه از اين    2قرار دارند. ثابت كنيد حداقل    6

 است.



 

 

 تعميم اصل لانه كبوتري :

knاگه   kاي وجود دارد كه در نن حدالال  لاههلاهه لاهار گيههد نهگاه  nكبوته يا بيشته در  1+  كبوته جاي گه ته است. 1+



 

 

نفر از آنهاا مااه و روز هفتاه تولاد  10مثال : يک دبيرستان حداقل چند دانش آموز داشته باشد تا مطمئن باشيم حداقل 

 يكسان دارند؟ 



 

 

نفار از آنهاا دو طارف اول و دوم   3سالن همايش حضور يابند تا مطمائن شاويم حاداقل  مثال : حداقل چند نفر در يک  

 حرف است(.  32شان غير تكراري و مثل هم است؟ )تعداد حروف الفباي فارسي  فاميلي 



 

 

نفار از آنهاا   20مثال : حداقل چند نفر در يک سالن ورزشي مشغول تماشاي سابقه كشتي باشند تا مطمئن باشيم لااقال  

 روز تولشان يكي است؟ 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

 

 
 



 

 

 

 

 
 

 

 
 



 

 

 1401سوالات امتحان نهايي خرداد :  19اپيزود 



 

 

 1402سوالات امتحان نهايي خرداد :  20اپيزود 

 
 

 

 

 

 

 

 

 


