
 

 

 دوازدهم  هندسه

مفهوم و انواع ماتریس، جمع و 
 ها اتریس تفریق م

 



 

 

 ها ماتریس مفهوم ماتریس، انواع ماتریس، جمع و تفریق : 1اپيزود 

 
 

  هر جدول مستطيلي از اعداد حقيقي شامل تعدادي سطر و ستون كه معمولاً با حروف بزرگ لاتين :    ماتريس

 شود.نمايش داده مي C,B,A,...مانند 

A , B / , C

 −  
−     = = − =           

2 3 1 2 3
1 1

3 2 5 4 5 6
0 2

4 1 7 8 9
  

 

 



 

 

 

  : شوند.هاي آن ماتريس ناميده ميحقيقي درون هر ماتريس، درايهداد اعدراية ماتريس 
 

mيا مرتبة    nدر    mستون را يك ماتريس    nسطر و    mهر ماتريس داراي   n  ناامي  و بواور   ميm nA  

 .دهي نمايش مي

 

A , B / 

− 
  

= = −  
   − 

2 2 3 4

2
3

1 0 10 0
1 2

1 1 2 5 3
3 4

2 4 6
  

 



 

 

 

    دراية عمومي ماتريسA    :  درايةijA    را كه در آنi m 1    وj n 1    يس عماومي مااتراست دراية

A شود.هاي ماتريس در نظر گرفته ميناميده و بعنوان نماد همة درايه 

 

 

ijA a ; i :=    j   ,   شمارة سطر   شمارة ستون :

 
a a

A
a a



 
=  
 

11 12
2 2

21 22

  

b b

B b b

b b



 
 =
 
  

11 12

3 2 21 22

31 32

  

c c c c

C c c c c

c c c c



 
 =
 
  

11 12 13 14

3 4 21 22 23 24

31 32 33 34

  

 

 



 

 

 

Aمسئله : ماتريس  3  هايش نماي دهيد.بصورت زير را با درايه 2

ijA [i j]= +2
  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

3مسئله : ماتريس   هايش بنويسيد.زير را با درايه 4

ij

i i j

a i j

i j i j




= =
 + 

2

7   

  

 

 

 



 

 

 

 

1طبق قرارداد ماتريس مرتبة   تذکر: بوور   1 k
1  كني .تعريف مي kرا برابر با عدد حقيقي   1

  

=1 12 2   


− = −1 110 10  

 

 

 

 

 
 



 

 

 : معرفي چند ماتريس خاص 

mتون برابار اسات   ماتريسي كه داراي تعداد ساطر و ساعي :  ماتريس مرب  -1 n=هااي مربعاي را . ماتريس

nيا   nاصطلاحاً از مرتبة  n  نامي .مي 

A 

 
=  
 

2 2

1 2
3 4

      ,     B 

− 
 = −
 
−  

3 3

1 0 1
2 0 2
3 2 5

  

 

 

mماتريسي كه فقط يك سطر دارد   ماتريس سطري :   -2 =1. 
     A , B , C  = = = −1 1 1 2 1 35 1 2 1 0 3   

 

 



 

 

 

nماتريسي كه فقط يك ستون دارد   ماتريس ستوني :   -3 =1. 

A , B 

 
   

= = −   
 

 
 

2 1 3 1

3
5

2
4

6

  

)ماتريس قطري   -4 )D  :گي صفر هستندرواقع بر قطر اصلي همهاي غيماتريس مربعي كه در آن درايه. 

D , D 

 
   = =   − 

−  

2 2 3 3

0 0 0
1 0

0 2 0
0 2

0 0 1
  

 



 

 

 هاي قطر اصلي آن همگي با ه  برابرند.ماتريس قطري كه درايهماتريس اسكالر :   -5

A , B 

 
   = =    

  

2 2 3 3

5 0 0
1 0

0 5 0
0 1

0 0 5
  

 

)ماتريس هماني )واحد(   -6 )I  :باشد. 1آن همگي   هاي قطر اصليماتريس اسكالري كه درايه 

 I , I , I  

 
   = = =    

  

1 1 2 2 3 3

1 0 0
1 0

1 0 1 0
0 1

0 0 1
  

 

 



 

 

  هر ماتريس اسكالر، مضربي از ماتريس هماني ه  مرتبه اش است.نكته: 
 

k
k

A k. k.I , B k k.I
k

k

  

 
     = = = = =        

  

2 2 3 3 3 32 2

0 0
0 1 0

0 0
0 0 1

0 0
 

 

 

)ماتريس صفر    -7 )O  :هاي آن صفر باشد.ماتريسي كه همة درايه 

 O , O 

 
= = 
 

2 3 1 2

0 0 0
0 0

0 0 0
  



 

 

    : دو ماتريس ه  مرتبه  تساوي دو ماتريسm n  هاي نظير به نظير در آنهاا را مساوي گويي  هرگاه درايه

 با ه  برابر باشند.

i, j ij ij ij ij: A B a b =  =   

 

مسئله : اگر  
x y

A
z

− 
=  
 

2 5
1

و    
x y

B
+ 

=  − 

3 2
2 1

Aم  و داشته باشي   B=    آنگاه مقدددارx y z+ + 

 را بيابيد.

 

 

 



 

 

    : هاي دو مااتريس را براي جمع يا تفريق دو ماتريس ه  مرتبه كافي است درايهجمع و تفريق دو ماتريس

نظير به نظير با ه  جمع كرده يا از ه  ك  كني . بديهي اسات كاه مااتريس حاصاليمع ياا حاصال تفرياق باا 

 مرتبه خواهد بود.هاي اوليه ه ماتريس

... ...

... ...

     
+ =     − −     

1 2 4 2
1 3 7 3   

 

ij ijA a , B b= =         

 

ij ij ij ijA B a b a b =  =             



 

 

    : افي است براي ضرب كردن يك عدد حقيقي در يك ماتريس كضريب يك عدد حقيقي در يك ماتريس

 تريس ضرب كني .هاي ماآن عدد را در تمام درايه

... ...
A A

... ...

−   
=  =   
   

2 1
3

0 4   

 
r

ij ij ijA a rA r a ra


=  = =             

 

 

 



 

 

    : قرينة ماتريس  قرينة يك ماتريسA    را باA−  ( در ماتريس -1نمايش داده و از ضرب عدد )A  بدست

 آيد.مي

... ... ...
A A

... ... ...

−   
= → − =   − −   

1 1 2
3 2 5   

 

 شود :اش، ماتريس صفر ميجمع هر ماتريس با قرينه نكته:

( )A A O+ − =   

 

 

 



 

 

Aمسئله : اگر 
 

=  − 

1 3
1 2

و    B ij


= 2 Cو  2 A B=  را بيابيد. Cآنگاه ماتريس   +

 

 

 

 

 

 



 

 

مسئله : اگر  
x

A
y

 
=  
 

1 2
2

و    
x

B
y

− 
=  
 

2

2

2
3

Cو    
− − 

=  − 

1 1
0 1

Aو داشته باشدديم     B C− آنگدداه   =

 کنيد.را محاسبه   y,xمقادير 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ها و ضرب عدد در ماتريس :خواص مهم جمع و تفريق ماتريس 

sو اعداد حقيقي   C,B,Aمرتبة هاي ه براي ماتريس  , r   داري 

1( A B B A+ = +  خاصيت جابهجايي   

 

2( ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  خاصيت شركتپذيري  

 

3( A O O A A+ = + =   ماتريس صفر عضو خنثي عمل جمع             

 

4( ( ) ( )A A A A O+ − = − + =     ماتريس  قرينه                      
 



 

 

5( ( )r A B rA rB =    

 

6( ( )r s A rA sA =   

 

7( A B rA rB=  =   

 

8( 
r

rA rB A B


=  =
0

  

 

 

 



 

 

 

 
 

 



 

 

 

 
 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

ها و  ها، ویژگی ضرب ماتریس 
 نکات آن 

 



 

 

 

 ها و نکات آن  ژگی، ویهاماتریس ضرب : 2اپيزود 

 

 پذيري دو ماتريس در هم :شرط ضرب 

Aحاصلضرب    B,Aبراي دو ماتريس   B  زماني قابل تعريف است كه تعداد ستونهاي ماتريس  A   با تعاداد

 برابر باشد :  Bسطرهاي ماتريس  

m n n p m pA B C   =   

 

 است.  Bهاي ماتريس و تعداد ستون Aكه ماتريس حاصلضرب داراي تعداد سطرهاي ماتريس   واضح است

 



 

 

Aمثلاً براي دو ماتريس  

 
 =
 
  

1 2
3 4
5 6

Bو    
 

=  
 

8 9
10 11

Aلضارب  حاص   B 3 2 2 سات اماا قابال تعرياف ا  2

Bحاصلضرب   A 2 2 3  شود و داري :تعريف نمي 2

 
A B C   =3 2 2 2 3 2   

 

 

 

 



 

 

 اتريس سطري در ماتريس ستوني :ضرب م 

ها را با ها  جماع سطري در دراية نظيرش در ماتريس ستوني ضرب شده و حاصلضرب  ة ماتريسهر دراي 

1كني  تا ماتريس  مي  )عددي حقيقي( حاصل شود.  1

   

b

a a a b a b a b a b a b a b a b

b

 
  = + + = + +
 
  

1

1 2 3 2 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

3

  

     ............. .... ...
 

− = = = 
 

2
1 5

4
  

 

− 
 − =
 
  

2
2 3 7 4

5
  



 

 

 : ضرب ماتريس در ماتريس 

Aاگر ماتريس    B  داده شد هر ياك از   قابل تعريف باشد آنگاه براي محاسبة آن، به روشي كه قبلاً شرح

ر آماده را دضرب كرده و عادد حقيقاي بدسات    Bهاي ماتريس  را در هر يك از ستون  Aسطرهاي ماتريس  

 نويسي .سطري و ستوني ماتريس حاصلضرب ميجايگاه  

........ ........ ... ...

........ ........ ... ...
  

− −       
= =       

       2 2 2 2 2 2

1 2 3 2
3 0 1 4

 

  





− 
  − =   − − − 

  
2 4

3 2

3 1
1 2 2 0

1 2
3 2 1 1

1 4
  



 

 

Aهاي  مسئله : براي ماتريس
− 

=  
 

3 1
7 1

Bو    
− 

=  
 

1 2 4
5 2 1

چه حاصلضربي قابل تعريددا اسددن  آ    

 را حساب کنيد.

 

 

 

 

 

 



 

 

هاي معادلة جواب مسئله : 
x

x
−   

=   
   

1 0
1 0

2 3 1
 را بيابيد. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ها :خواص عمل ضرب ماتريس 

Aهر دو حاصلضرب  آنگاه    ،دو ماتريس مربعي باشند  Bو    Aاگر    (1 B    وB A  عرياف ا قابال تبراي آنها

 است.

n n n n n nA B C   =   

 ها خاصيت جابيايي ندارد.( در حالت كلي ضرب ماتريس2

A B B A     
 

A
 

=  − 

1 2
1 3

  
... ...

A B
... ...

− −     
 = =     −     

1 2 1 4
1 3 1 0

  

B
− − 

=  
 

1 4
1 0

  
... ...

B A
... ...

− −     
 = =     −     

1 4 1 2
1 0 1 3

  



 

 

)س هماني ماتري(  3 )I هاست.عضو خنثاي عمل ضرب ماتريس 

A I I A A =  =   
 

 : مثال
... ...

A AI
... ...

       
=  = =       − −       

1 2 1 2 1 0
1 3 1 3 0 1   

 

 

 پذيري )پخشي( دارد.ها در جمع و تفريق آنها خاصيت توزيعضرب ماتريس(  4
( )A B C A B A C  =      

 

 



 

 

 پذيري دارد.ها خاصيت شركت( ضرب ماتريس5
( ) ( )A B C A B C  =     

 

 

 

 شود.در خودش حاصل مي  توان در ماتريس هاي مربعي، از ضرب هر ماتريس(  6
n nA A A ,A A A ,A A A ,...,A A A−=  =  =  = 2 3 2 4 3 1 

 

 

 



 

 

2دو ماتريس مسئله :   مثال بزنيد که هيچكدام صفر نباشند اما حاصلضرب آنها صفر شود. 2

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

A: اگر مسئله  
 

=  − 

1 0
0 1

Aهاي ماتريس  ,A ,A ,A7 6 3  را حساب کنيد. 2

 

 

 

 

 

 

 



 

 

اگر  مسئله :  
a

A
b

 
=  − 

4
1

Bو    
− 

=  
 

1 2
3 2

Aرا طوري بيابيددد کدده    b,aمقادير     B  طددري مدداتريس ق

 شود.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

اگر مسئله : 
x

y

−     
=     −     

2 1 3
1 1 1

 را حساب کنيد. y,xباشد، مقادير  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

مسئله : براي ماتريس 
x y

A
 

=  − 1 1
 را چنا  تعيين کنيد که داشته باشيم :  y,xمقادير  

A
 

=  
 

2 2 0
0 2

  

 

 

 

 

 

 



 

 

 هاي قطري :دو خاصين از ماتريس 

هاي ستون اش ضرب شود، هر دراية روي قطر اصلي در درايه( اگر يك ماتريس قطري در ماتريس ه  مرتبه1

 شود.نظيرش ضرب مييا سطر 
a b c r ra r b r c r a b c ra r b rc

d e f r rd r e r f , r d e f r d r e r f

g h i r rg r h r i r g h i r g r h r i

          
          = =
          

                    

1 1 2 3 1 1 1 1

2 1 2 3 2 2 2 2

3 1 2 3 3 3 3 3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

  

 
... ... ... ... ... ...

... ... ... , ... ... ...

... ... ... ... ... ...

− −           
           = =
           

− −                      

1 1 3 2 0 0 2 0 0 1 1 3
2 1 0 0 4 0 0 4 0 2 1 0
4 5 7 0 0 1 0 0 1 4 5 7

  

 



 

 

 رسند.مي  nاش به توان هاي روي قطر اصليبرسد، درايه nاگر يك ماتريس قطري به توان  (  2

 
n n

n

n

r r

r r

r r

  
   =
  
     

1 1

2 2

3 3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

  

 

... ... ...

... ... ...

... ... ...

−   
   =
   
      

32 0 0
0 3 0
0 0 4

  

 



 

 

  دو ماااتريس هاا  مرتبااه و مربعااي پددذير : دو مدداتريس تعويB,A ذير گااويي  هرگاااه : پااويضرا تع

A B B A =   

A
 

=  
 

1 2
3 4

  B
 

=  
 

2 0
0 2

  

 

... ...
A B

... ...

     
 = =     

     

1 2 2 0
3 4 0 2   

 

... ...
B A

... ...

     
 = =     

     

2 0 1 2
0 2 3 4   

 



 

 

  :تانك

 پذير است.اش تعويضبا هر ماتريس ه  مرتبه اسكالرماتريس  (  1

 

 پذير است.اش تعويضريس ه  مرتبهبا هر مات همانيماتريس  (  2

AI IA A= =   

 

 در آنها برقرار است.پذير باشند، آنگاه اتحادهاي جبري تعويض  B,Aاگر دو ماتريس  (  3

( )A B A AB B+ = + +
2 2 22   

 

( )( )A B A B A B− + = −2 2   

  



 

 

تاواني  از اتحادهااي جباري پذير نباشاند، آنگااه نميتعويض  B,Aدو ماتريس    دقت كنيد كه اگر  تذکر مهم:

 رب كني  :استفاده كني  و بايد پرانتزها را در ه  ض

 

( ) ( )( )A B A B A B A AB BA B+ = + + = + + +
2 2 2   

 

 

( )( )A B A B A AB BA B− + = + − −2 2  

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 
 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 وارون یک ماتریس 

 



 

 

 وارون یک ماتریس : 3اپيزود 

 : وارو  يك ماتريس 

 بطوريكه  Bماتريسي است مانند  A، وارون Aبراي هر ماتريس مربعي مانند 

 

A B B A I =  =   

 

 دهي .نمايش مي  A−1ناميده و با  Aرا وارون ماتريس   Bكه در اينوور  

 

 



 

 

Aهاي مثال : ماتريس
− 

=  − 

1 4
2 7

Bو  
 

=  
 

7 4
2 1

 وارو  يكديگرند، زيرا : 

... ...
A B

... ...

−     
 = =     −     

1 4 7 4
2 7 2 1   

 

 

... ...
B A

... ...

−     
 = =     −     

7 4 1 4
2 1 2 7   

 

 



 

 

  محاسبة وارو  ماتريس2 2 : 

اگر وارون ماتريس   
a b

A
c d

 
=  
 

ماتريس   
x y

A
z t

−  
=  
 

 باشد داري  :  1

a b x y
AA I

c d z t

−      
=  =     

     

1 1 0
0 1

  

 
ax bz ay bt

cx dz cy dt

+ +   
 =   + +   

1 0
0 1

  

d
x

ax bz ad bc

cx dz c
z

ad bc


=

+ = −
  

+ = −  =
 −

1
0

      

b
y

ay bt ad bc
,

cy dt a
t

ad bc

−
=

+ = −
 

+ =  =
 −

0
1

  



 

 

 :و از آنيا خواهي  داشت 
d b

d bad bc ad bc
A

c a c aad bc

ad bc ad bc

−

− 
  − − −

= =   − −−   
 − −

1 1
  

 

 

d b
A

c aad bc

−
− 

=  −−  

1 1
 

 



 

 

 هاي زير را بيابيد :وارو  ماتريسمسئله : 

A
 

=  
 

3 7
2 5

  

 

 

 

A
− 

=  − 

2 4
6 8

  

 

 

 

 



 

 

  :  ربعي در صور  وجود منحوربفرد است.وارون هر ماتريس مقضية يكتايي وارو 

 

Bكني  باشند، ثابت مي Aهر دو وارون  C,Bهاي كني  ماتريسفرض مياثبات :  C=. 

 طبق فرض داري  :

AB BA I= =   
AC CA I= =   

 و به كمك فرض داري  :
( ) ( )B IB CA B C AB CI C= = = = =   

 پس وارون هر ماتريس مربعي يكتاست.

 

 



 

 

 بعي  خواص وارو  يك ماتريس )ماتريس مر2 2: ) 

1( ( )A B B A
− − − = 
1 1 1  

2( ( )kA A
k

− −=
1 11

  k   

3( (A ) A− − =1 1   

 :   1اثبات 

( )A B (B A ) A (B B ) A− − − −   =   1 1 1 1  

 

( )A I A A A I− −=   =  =1 1   

Aيعني  B  وارونB A− −1  است. 1

 



 

 

 :  2اثبات 

( )kA ( A ) (k )(A A ) I I
k k

− − =   =  =1 11 1
1   

Aيعني 
k

−11
)وارون   )kA .است 

 :  3اثبات 

A A I−  =1   

Aاست يعني  A−1وارون  Aيعني  (A )− −= 1 1  

 

 

 



 

 

Aمسئله : اگر 
− 

=  − 

1 1
1 2

)و    )BA
−  
=  
 

1 0 1
1 1

 را بيابيد. Bباشد، در اينصورت ماتريس   

 

 

 

 

 

 

 
 



 

 

Aمسئله : اگر 
 

=  
 

4 3
2 5

Bو   
− − 

=  − 

2 3
5 1

Aحاصل عبارت   B− −−1 12  را بيابيد. 3

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Aمسئله : اگر 
− 

=  − 

1 3
2 5

)باشد مطلوبسن محاسبة   A)−1
3
5

. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Aمسئله : اگر 
x

− 
=  
 

1 1
3

Aو داشته باشيم   (A )− −
− 

+ =  
 

2 1 1 5 3
15 1

 را بدسن آوريد. xمقدار  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

adمقدار  نكته :   bc−    را در ماتريس
a b

c d

 
 
 
اي حاصلضارب هاي روي قطر اصلي منهاكه حاصلضرب درايه  

 دهي .نمايش مي Aناميده و با نماد   Aاست، »دترمينان« ماتريس  اي روي قطر فرعي هدرايه

 

 
a d

A ; A ad bc
b c

 
= = − 
 

  

 

 

 

 

 



 

 

 

  پذيري يك ماتريس مربعي :وارو 

 باشد و برعكس.هرگاه دترمينان آن مخالف صفر  پذير گويي  را وارون Aماتريس مربعي 

A  0 A وارون پذير است.    

Aست اگر  بديهي ا  وارون ندارد. Aباشد، ماتريس   0=

 :ن آوريد وارو  ماتريس زير را بدسمسئله : 

A
 

=  
 

3 2
6 4

  

 

 



 

 

 

مسئله : اگر ماتريس  
a

A
a

− 
=  − 

4
9

 را حساب کنيد. aوارو  پذير نباشد، مقدار  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ماتريس  mمسئله : به ازاي چه مقاديري از 
m m m

m

− − 
 
 

2 1
1

 اسن  وارو  پذير 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

حل دستگاه دو معادله و دو  
 مجهول با ماتریس وارون 

 



 

 

 حل دستگاه دو معادله و دو مجهولی با واتریس وارون  : 4اپيزود 

 

 :  حل دستگاه معادلات دومجهولي به کمك ماتريس وارو 

 دستگاه روبرو را در نظر بگيريد :
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

  

 كني  :هاي زير را تعريف ميماتريس

 (اعداد ثابتمقادير معلوم)( ماتريس  3  ( ماتريس ميهولا2 ( ماتريس ضرايب1 

 ماتريس ضرايب
a b

A
a b

 
=    

  



 

 

 ماتريس ميهولا 
x

X
y

 
=  
 

                  AX B=   

 ماتريس اعداد ثابت
C

B
C

 
=   

  

AXطرفين رابطة  B=   را درA−1 كني  :ضرب مي 

( )A AX A B (A A)X A B− − − −=  =1 1 1 1   

 

IX A B X A B− − =  =1 1   
 

X A B−= 1
 

 



 

 

    : هاي دستگاه دومعادله و دوميهولي كافي است وارون ماتريس ضارايب را در يدا كردن جواببراي پنتيجه

 ماتريس اعداد ثابت ضرب كني .
x y

x y

− = −


+ =

3 7
2 7

    

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  در دستگاه دومعادله و دومجهولي :شرط وجود جواب 

دستگاه دومعادله دوميهولي جواب منحور بفارد داشاته باشاد آن اسات كاه دترميناان مااتريس شرط اينكه  

 ضرايب مخالف صفر باشد.
x y

x

− =

− + =

2 4
4 2 7

  

 

 

 

 

 



 

 

 ه دومعادله و دومجهولي :هاي دستگابحث در وجود جواب 

دستگاه  
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

دهد كه هدف از حل دستگاه پيدا كردن نقطاة درحقيقت دو معادلة خط را نشان مي  

 برخورد دو خط است.

 

 

 

 

 

 

d1

d2d2

d1d1

d2



 

 

 ماتريس ضرايب دستگاه را در نظر بگيريد :

a b
A ; A ab a b

a b

 
 = = −   

  

 

 براي داشتن جواب منحور بفرد :

a b
A ab a b ab a b

a b
     −     

 
0 0   

 

 

 



 

 

 :  و در نتييه در حالت كلي داري 
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

  

1( 
a b

a b

 

 دستگاه جواب منحور بفرد دارد.  

 

2( 
a b c

a b c
= 
  

 دستگاه جواب ندارد.  

 

3( 
a b c

a b c
= =
  

 دستگاه بيشمار جواب دارد.  

 

d1

d2d1

d2

d1

d2



 

 

دستگاه  kمسئله : به ازاي چه مقداري از 
kx y

x y

+ =


− =

3 4
2 3

 يك دسته جواب منحصر بفرد دارد  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

دستگاه  aمسئله : به ازاي کدام مقدار 
x y a

ax y

− =


+ =

2
2 3

 جواب ندارد  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ا به روش ماتريس وارو  حل کنيد :تگاه زير رمسئله : دس
x y

x y

− =

− + =

3 4 1
2 1

  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 هاي زير بحث کنيد.هاي دستگاهمسئله : بر روي وجود يا عدم وجود و تعداد جواب

 )الف 
x y

x y

+ =

− − =

3 5
2 6 1

   

 

 

 

 

 )ب 
x y

x y

− + =


− = −

2 3 2
4 6 4

  

 

 

 



 

 

 دستگاه زير بيشمار جواب دارد  kي چه مقداري از مسئله : به ازا
x ky

kx y k

− =


− = +

2 3
8 2

  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 
 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

دترمینان ماتریس مربعی و  
 خواص آن 

 



 

 

 ن ماتریس مربعی و خواص آندترمينا : 5اپيزود 
 

 : دترمينا  يك ماتريس مربعي 

شاود. يتوان يك عادد حقيقاي نسابت داد كاه دترميناان آن مااتريس نامياده مبه هر ماتريس مربعي مي 

)را با نماد   Aدترمينان ماتريس مربعي  )det A   ياA دهند.نمايش مي 

 

   محاسبة دترمينا  ماتريس مربعي2 2 : 

( )
a b

A det A ad bc
c d

 
=  = − 
 

  



 

 

A : مثال A ...
 

=  = 
 

1 3
5 7

  

 مسئله : دترمينا  ماتريس زير را حساب کنيد :

A

 
 −
 =

− 
− 
 

2 3 4 2
1 2 1 1
1 5 2 3
2 11 1 5

  

 

 

 

 



 

 

مسئله : اگر 
A

A
A

 
=  
 

2
1

 را بيابيد. Aباشد،  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

   محاسبة دترمينا  ماتريس مربعي3 3 : 

 روش بسط دادن نسبت به يك سطر يا ستون روش اول 

2در هر سطر يا ستون، سطر و ستون هر درايه را حذف كارده و دترميناان مااتريس  باقيماناده را حسااب  2

كني . علامات هار ياك از اعاداد كني  و سپس هر سه عدد را با ه  جماع مايكرده و در آن درايه ضرب مي

)بوور   )
i j+

 شود.تعيين مي 1−
a a a

A a a a

a a a

 
 =
 
  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

  

) سطر اول ) ( ) ( )
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

= − + − + −
2 3 422 23 21 23 21 22

11 12 13
32 33 31 33 31 32

1 1 1   



 

 

) ستون دوم ) ( ) ( )
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

= − + − + −
3 4 521 23 11 13 11 13

12 22 32
31 33 31 33 21 23

1 1 1   

 

 هاي زير را حساب کنيد.يسمسئله : دترمينا  ماتر

A

− 
 =
 
−  

1 1 2
2 1 3
2 4 1

  

 

A

− 
 =
 
−  

2 2 3
3 2 4
3 5 0

  



 

 

A

− − 
 =
 
−  

2 1 2
0 0 4
3 4 1

  

 

 تر است.ه سطر يا ستوني كه تعداد صفر بيشتري دارد سادههمواره بسط دادن نسبت ب 

 

 

 

 

 



 

 

 روش ساروس  ش دوم رو

دو ستون اول و دوم ماتريس را سمت راست آن نوشته و آنگااه دترميناان مااتريس برابار اسات باا ميماو  

هاي واقاع بار لضارب دراياههاي واقع بر قطر اصلي و دو قطر موازي آن، منهاي ميمو  حاصحاصلضرب درايه

 .و دو قطر موازي آن  قطر فرعي
 

a b c a b

A d e f d e

g h i g h

 
 =
 
  

  

 
( ) ( )A aei bfg cdh ceg afh bdi= + + − + +   

 



 

 

 سئله : دترمينا  ماتريس زير را به روش ساروس حساب کنيد.م

A

− 
 =
 
−  

2 2 3
3 2 4
3 5 0

  

 

 

 

 

 



 

 

Aمسئله : اگر داشته باشيم  x

x

− = +
−

1 2 7
2 7

2 1 1
1 1

1 2
 را حساب کنيد. Aآنگاه مقدار  

 

 

 

 

 

 



 

 

  سئله : اگر ماتريسم
a

A

a

− 
 = −
 

−  

6 1
0 1 1

1 0
 را حساب کنيد. aوارو  پذير نباشد، مقادير  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : خواص دترمينا  يك ماتريس 

 ( دترمينان حاصلضرب دو ماتريس مربعي با حاصلضرب دترمينان آنها برابر است.1
AB A B=   

 ( دترمينان هر ماتريس مربعي صفر، برابر صفر است.2

O =0  
 هاي روي قطر اصلي ماتريس.( دترمينان هر ماتريس قطري برابر است با حاصلضرب درايه3

 
a

A b A abc

c

 
 =  =
 
  

0 0
0 0
0 0

  

 



 

 

 رساني .ماتريس ميتبةداخل دترمينان، ضريب را به توان مر براي خروج ضريب ماتريس از(  4

kA k A = 2
2 2   

kA k A = 3
3 3   

n

n nkA k A =  

 

 

 

 

 

 



 

 

aبوده و   3ماتريس اسكالر مرتبة  Aمسئله : اگر  =11  محاسبه کنيد. ار Aه دترمينا  باشد، آنگا 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 دترمينان ماتريس هماني، برابر يك است.(  5
I I = =2 2 3 3 1  

 

 

 

 ( براي هر ماتريس مربعي داري  :6
nnA A=   

A A=
22   

A A=
33   

 



 

 

 با وارون دترمينان آن برابر است : Aوارون ماتريس  ( دترمينان 7

A
A

− =1 1
  

 

 اثبات :

AA ميداني  I AA I =  =   

A A A
A

− − =  =1 1 1
1   

 

 



 

 

2ماتريسي   Aمسئله : اگر  Aو  2 =  باشد حاصل عبارت زير را بدسن آوريد. 3

A A−− + =3 13 5   

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

3ماتريسي   Aمسئله : اگر  Aو  3 = Aباشد، حاصل  5 A .را بيابيد 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Aمسئله : اگر 
− 

=  
 

2 1
3 5

Bو   
− 

=  − 

3 1
5 4

Bباشند حاصل   A2 .را حساب کنيد 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Aمسئله : اگر   = −Aباشد، در اينصددورت دترمينددا  مدداتريس    3ماتريس مربعي مرتبه    Aو    2 چقدددر   34

 اسن 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Aدترمينا  ماتريس  mمسئله : به ازاي چه مقداري از 
m

− 
=  
 

1 2
5

 با دترمينا  وارونش برابر اسن  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 
 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 و   مقاطع مخروطی
 مکان هندسی 

 



 

 

 مقاطع مخروطی و مکان هندسی : 6پيزود ا

 
    : فرض كنيد دو خط  رويه مخروطيd,    در نقطةA    متقاطع باشند. سطح حاصال از دوران خاطd   حاول

 نامي .را يك روية مخروطي )سطح مخروطي( مي خط 

 A وطي: رأس روية مخر 

 : محور روية مخروطي  

 d مولّد روية مخروطي : 

 



 

 

    : اگار صافحة  فصل مشترك يك صفحه و يك سطح مخروطيP   روياة مخروطاي را قطاع كناد يكاي از

 مشترك آنها حاصل شود : هاي زير ممكن است از فولشكل

 هذلولي  –سهمي  -بيضي  -دايره  -ط خ -نقطه 

 

 

 

 

 

 



 

 

بر محور سطح مخروطي عمود باشد و از رأس رويه عبور نكند، فول مشترك آنها يك داياره   Pاگر صفحة  (  1

 است :

 



 

 

رك آنها ياك نقطاه بر محور روية مخروطي عمود بوده و از رأس رويه نيز بگذرد، فول مشت  Pاگر صفحة  (  2

 است كه همان رأس رويه است.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

بر محور رويه عمود نباشد و با مولد رويه نيز موازي نباشد و تنها يكي از دو نيماة مخاروط را   Pاگر صفحة  (  3

 قطع كند، فول مشترك آنها يك بيضي است.

 



 

 

 باشد و از رأس رويه عبور نكند، فول مشترك يك سهمي است. با مولد رويه موازي  Pاگر صفحة  ( 4

 

 



 

 

با مولد رويه موازي بوده و از رأس رويه نيز عبور كند، فول مشترك آنها يك خط است كاه   Pاگر صفحة  (  5

 همان مولد رويه است.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

پاييني سطح مخروطي را قطع كند، فول مشترك آنها يك هذلولي خواهاد  بالايي ودو تكة  هر Pاگر صفحة (  6

 بود.

 



 

 

 است.  دهد، فول مشترك حاصل دو خط متقاطع شامل محور سطح مخروطي آنها برُش  Pاگر صفحة  ( 7

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P

A



 

 

    : اي مشترك هستند و همچنين هر نقطه  ميموعه نقاطي را گويند كه همگي داراي يك ويژگيمكا  هندسي

 داراي ويژگي مورد نظر باشد، عضو اين ميموعه است.كه 

 

 شود.هر مكان هندسي بيانگر اين قضيه دوشرطي است كه معمولاً با اصطلاح »اگر و فقط اگر« بيان مي 

 

 

 

 

 

 



 

 

 اند.اصلهخط به يك ف، مكا  هندسي نقاطي اسن که از دو سر پاره«خط عمودمنصا يك پاره»: 1مثال  

 

 

 خط به يك فاصله است.از دو سر پاره خط،هر نقطه روي عمودمنوف يك پاره(  1

 

 خط قرار داردفاصله باشد روي عمودمنوف پاره يكخط به اي كه از دو سر پاره( هر نقطه2

 

  قط خط است اگر و فيك نقطه روي عمودمنوف پارهه صورت دوشرطي :  بيا  مكا  هندسي عمودمنصا ب

 شد.خط به يك فاصله بااگر از دو سر پاره

M d , AB d عمودمنوف  MA MB =   

d
M

A

N

B
H

 



 

 

 اند.، مكا  هندسي نقاطي اسن که از دو ضلع زاويه به يك فاصله«نيمساز يك زاويه»: 2  مثال

 

 

 ه است.هر نقطه روي نيمساز يك زاويه از دو ضلع زاويه به يك فاصل(  1

 

 اي كه از دو ضلع زاويه به يك فاصله باشد، روي نيمساز زاويه قرار دارد.( هر نقطه2

 

    : يك نقطه روي نيمساز زاويه است اگر و فقط اگر از دو ضلع بيا  مكا  هندسي نيمساز بصورت دوشرطي

 شد.زاويه به يك فاصله با

ˆM Oz , xoy Oz نيمساز  MH MH =1 2   

O

H

H

H H

z

M
N



 

 

 ، مكا  هندسي نقاطي اسن که از يك نقطة ثابن در صفحه، به فاصلة ثابن قرار دارند.«دايره»: 3مثال  

 

 

 هر نقطه روي دايره از مركز آن به فاصلة ثابت شعا  دايره قرار دارد.(  1

 

 ( هر نقطه كه از مركز دايره به فاصلة ثابت شعا  دايره باشد، روي دايره قرار دارد.2

 

    : نقطة  بيا  مكا  هندسي دايره بصورت دوشرطيA    روي دايرة( )C O,R   است اگر و فقط اگار فاصالة

A   از مركزO   شعا   برابرR .باشد 
( )A C O,R OA R  =   

 

O R

R
R

A

C

B



 

 

قرار داشته باشند،   kدر صفحه به فاصلة ثابن    d: مكا  هندسي نقاطي از صفحه که از خط مفروض  4مثال  

 اسن. dاز  kلة و به فاص dو در طرفين   dدو خط موازي با خط 
 

 قرار دارد.  kة  به فاصل dاز خط   dيا   dهر نقطه روي يكي از دو خط (  1
 

 است. dيا   dباشد، روي يكي از دو خط   kبه فاصلة ثابت  dخط  ( هر نقطه كه از2
 

    : در صفحه از خط مفروض    يك نقطهبيا  مكا  هندسي دو خط موازي به صورت دوشرطيd   باه فاصالة

k    است اگر و فقط اگر روي يكي از دو خطd    وd    كه موازيd    هستند و به فاصلةk    ازd  دارند واقاع   قرار

 باشد.
  

 

M

k

k

N

H
d

d

d

H

d
M MH k

d


  =





 

 

 مكا  هندسي مهم : 4مثال ارائه شده و ارائة  4بندي جمع 

 ABدر صفحه باه فاصالة يكساان باشاند، عمودمنواف   Bو    Aمكان هندسي نقاطي كه از دو نقطة ثابت  (  1

 است.

 به فاصلة يكسان قرار دارند، نيمساز آن زاويه است. xoyمكان هندسي نقاطي كه از دو ضلع زاوية ( 2

و شاعا   O اي است به مركازقرار دارند، دايره Rاصلة ثابت به ف Oمكان هندسي نقاطي كه از نقطة ثابت (  3

R. 

و باه   dقرار دارند، دو خاط ماوازي    kثابت    به فاصلة  dه از خط مفروض  كمكان هندسي نقاطي از صفحه  (  4

 از آن در طرفين آن است.  k  ةفاصل

 



 

 

    : هاي هندسي و ياافتن نقااطي اسات كاه هاي هندسي، ترسي ترين كاربرد مكانمه کاربرد مكا  هندسي

 هستند. مشخص و مشتركيداراي ويژگي  

Sباشند،    P2و    P1گي  به ترتيب مكان هندسي نقاطي با ويژ  S2و    S1اگر   S1 ميموعه نقاطي هستند كه هر دو   2

 را دارند. P2و    P1ويژگي  

  باراي ياافتن نقااطي كاه هار دو ويژگاي  ول( :  ة مجهدد پيدا کرد  نقاط با ويژگي مشترك )نقطP1    وP2   از

را رس  كرده و نقاط تلاقي )برخورد( آنها را   S2و    S`را دارند كافي است نمودارهاي    S2و    S1هاي هندسي  مكان

 به دست آورد.

 

 



 

 

 Bو    Aاي بيابيد که از  که شامل هيچيك نيسن در صفحه مفروضند. نقطه  dو خط    Bو    Aمثال : دو نقطة  

 هاي مسئله بحث کنيد(.متر باشد )در تعداد جوابسانتي 3به فاصلة  dبه يك فاصله بوده و از 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

نيددز   Dو    Cبه يك فاصله و از    Bو    Aيد که از  اي بيابد. نقطهدر صفحه مفروضن  D,C,B,A: نقاط  مسئلة

 هاي مسئله بحث کنيد(.به يك فاصله باشد )روي جواب

 

 

 

 

 

 

 

A •

B
•

C•

D•



 

 

 kبه فاصددلة    Cبه يك فاصله و از    Bو    Aد که از  اي بيابيدر صفحه مفروضند. نقطه  C,B,A: نقاط  همسئل

 هاي مسئله بحث کنيد(.باشد )روي جواب

 

 

 

 

 

 

 

B •

A
•

•C



 

 

 kبه فاصددلة  dو از خط    kبه فاصلة    Aاي بيابيد که از  در صفحه مفروضند. نقطه  dو خط    A: نقطة  همسئل

 هاي مسئله بحث کنيد(.باشد )روي تعداد جواب

 

 

 

 

 

 

 

d

A•



 

 

به فاصلة  dدر صفحه مفروضند. مكا  هندسي نقاطي را تعيين کنيد که از خط   B,Aو نقاط    d: خط    همسئل

 اي مسئله بحث کنيد(هواببه فاصلة يكسا  باشند. )روي تعداد ج B,Aمتر بوده و از نقاط  سانتي  4

 

 

 

 

 

 

 



 

 

متر سانتي  2به فاصلة    Aدر صفحه مفروضند. مكا  هندسي نقاطي را تعيين کنيد که از    B,A: نقاط    همسئل

 ه بحث کنيد(هاي مسئلمتر باشند. )روي تعداد جوابسانتي 4به فاصلة  Bبوده و از 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 به يك فاصله باشند. dو  dمتقاطع  : مكا  هندسي نقاطي از صفحه را مشخص کنيد که از دو خط همسئل

 

 

 

 

  نقاطي از صفحه كه از دو خط متقاطع    مكان هندسيd    وd  به يك فاصله باشند، دو خط عمود بر ه  اسات

 گذرند.كه همان نيمسازهاي زواياي بين دو خط است و از محل تلاقي دو خط مي

 

 

 

d

d

d

d



 

 

در نقطددة ثابددن   dهايي در صفحه را تعيين کنيد که بر خط مفروض  : مكا  هندسي مراکز همة دايرههمسئل

A .مماسند 

 

 

    هندسي مراكز تمام دوايري كه در نقطةمكان A  روي خطd  بر خطd  مماسند خطاي اسات عماود بارd 

 .Aدر نقطة 

 

 

 

 

d
A

 
 

 

   

d



 

 

 فحه مماسند تعيين کنيد.در ص dرا که بر خط  R: مكا  هندسي مراکز همة دوايري با شعاع ثابن همسئل

 

 

 

  هايي كه با شعا  ثابت  مكان هندسي مراكز همة دايرهR    بر خطd     در صفحه مماسند، دو خط به موازاd 

 است. dاز خط   Rو به فاصلة   dو در طرفين 

 

 

 

 

d

d

     

     

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R  R



 

 

)بددر دايددر     Rمكا  هندسي مراکز دوايري را تعيين کنيد کدده بددا شددعاع ثابددن    ه:مسئل )C O,R   ممدداس

 اند.خارجي

 

 

 

  راكز دوايري كه با شعا  ثابت  مكان هندسي مR    بر دايرة( )C O,R  اي اسات باه اند دايرهمماس خارجي

Rو شعا    Oمركز   R+. 

 

 

 

 

O

R

 

O
R

 

R R+

 

 

  

 

 
 

  

 

 

 

 

 

 
  

 

 

 



 

 

 

 

 

 
 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

، وضعیت نقطه و خط با  دایره
 دایره  ه و وضعیت دودایر

 



 

 

 قطه و خط با دایره و وضعيت دو دایره ، وضعيت ندایره : 7اپيزود 
    : مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از يك نقطة ثابت )مركز دايره( به فاصلة ثابت )شعا  داياره( دايره

 قرار دارند.

 

 

 

    : ره  معادلة استاندارد دايمعادلة استاندارد دايره( )C O,R    به مركز( )O ,      و شعاR   بواور  زيار

 است :

( ) ( )x y R− + − =
2 2 2   

 

O

R
A



 

 

)اي به مرکز  مثال : معادلة دايره )O ,−2 را نوشته و مختصات نقدداط برخددورد آ  بددا محورهدداي  2و شعاع   1

 ختصات را بدسن آوريد.م

 

 

 

 

 

 

 



 

 

    : هاي جبري به توان رسانده و ساده كناي ، اگر معادلة استاندارد دايره را به كمك اتحادمعادلة ضمني دايره

 شود :معادلة ضمني دايره بوور  زير حاصل مي

x y ax by c+ + + + =2 2 0  
 آيند :كه در آن مركز و شعا  دايره به طريق زير بدست مي

 R a b c= + −2 21
4

2
و  : شعا  

a b
O( , )− −

2 2
 : مركز 

 مثال : مختصات مرکز و طول شعاع دايره به معادلة ضمني زير را تعيين کنيد :

x y x y+ + − + =2 2 2 4 1 0  

 

 

 



 

 

 توان به معادلة استاندارد تبديل كرد.معادلة ضمني هر دايره را با مربع كامل كردن مي 

x y x y+ + − + =2 2 2 4 1 0  

 

 

  شرط دايره بود  معادلة ضمنيx y ax by c+ + + + =2 2 0  

 R a b c ; a b c= + − + − 2 2 2 21
4 4 0

2
  

 a b c+ − 2 2 4  دايره  0

 a b c+ − =2 2 4  نقطه  0
a b

( , )− −
2 2

  

 a b c+ − 2 2 4  تهي  0



 

 

 مسئله : در هر حالن نوع معادلة ضمني را تعيين کنيد.

x )الف y x y+ + − + =2 2 2 4 7 0  

 

 

x )ب y x y+ − + + =2 2 3 2 3 0  

 

 

x )پ y x y+ − − + =2 2 4 2 5 0  

 

 



 

 

 را طوري تعيين کنيد که معادلة زير معادلة يك دايره باشد : a: حدود   ةمسئل

x y x y a+ − + + =2 2 3 5 0  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  معادلة دايره به مرکز مبدأ مختصات و شعاعR : 

 

 
( )O , ;  =  =00 0  

( ) ( )x y R− + − =
2 2 2 x y R + =2 2 2   

 

 

 

 



 

 

)اي بنويسيد که مرکز آ  نقطددة  مسئله : معادلة استاندارد و ضمني دايره )O واحددد   3بددوده و شددعاع آ     01,

 باشد.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

    : وضاعيت دو دايارة  وضعين دو دايره نسبن بدده هددم( )C O,R    و( )C O ,R    المركازين باا طاول خط

d OO=  حالت زير است : 6يكي از 

 



 

 

 
 



 

 

 کنيد :هاي زير را تعيين  وضعين هر يك از جفن دايرهه : مسئل

 )الف
x y x y

x y x y

+ − − − =

+ − − + =

2 2

2 2

4 6 3 0

10 14 73 0
 

 

 

 

 

 )ب
x y x

x y

+ − − =

+ =

2 2

2 2

2 1 0

1
 

 

 



 

 

   : نقطاة خاواهي  وضاعيت مايوضعين نقطه نسددبن بدده دايددره( )x , y0 داياره باه معادلاة  را نسابت باه 0

x y ax by c+ + + + =2 2  استفاده است:دو روش زير قابل . را تعيين كني  0

 آوري .مركز و شعا  دايره و همچنين فاصله مركز دايره تا نقطه مورد نظر را بدست مي :کارروش  -

OA)الف( اگر فاصله نقطه تا مركز دايره از شعا  دايره كمتر باشد، نقطه داخل دايره است.  R) 

OB)ابر باشد، نقطه روي دايره است. اگر فاصله نقطه تا مركز دايره با شعا  دايره بر  (ب R)= 

OC)تا مركز دايره از شعا  دايره بيشتر باشد، نقطه خارج دايره است.  پ( اگر فاصله نقطه  R) 

 



 

 

xدلة  دايره به معامثال :   y x y+ − + − =2 2 2 4 5 را در نظر گرفته و وضددعين هددر يددك از نقدداط زيددر را   0

 نسبن به آ  تعيين کنيد :

) )الف  )A ,− −1 1  

 

 

) )ب  )B ,2 3   

 

 

) )پ  )C ,−4 1   

 



 

 

    : ادلة  واهي  وضعيت خط به معخميوضعين خط و دايرهax by c+ + را نسبت باه داياره باا معادلاة   0=

x y ax by c+ + + + =2 2 اداماه باه تشاريح آنهاا   تعيين كني . بدين منظاور دو روش وجاود دارد كاه در  0

 پردازي :مي

 كني . ايناك پاس ازدر معادلة داياره جايگاذاري مايرا بدست آورده و  yمتغير  ،از معادلة خطروش اول :   -

تعداد نقاط تلاقي خط و نقطه باه   وجود دارد كه بسته به مقدار    xبر حسب    2سازي يك معادلة درجه  ساده

 آيد :دست مي

                   +  دايره و خط در دو نقطه متقاطعند.  

                0  .خط در يك نقطه بر دايره مماس است 

 دايره و خط متخارجند و نقطة تقاطع ندارند.  −                   
 



 

 

xمثال : وضعين خط به معادلة  y+ = xنسبن به دايره به معادلة  4 y x+ − − =2 2 2 3  چگونه اسن  0

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

كني . سپس فاصلة مركز دايره از خط مفروض را ابتدا مختوا  مركز و شعا  دايره را تعيين ميروش دوم :    -

 آوري . آنگاه :بدست مي

 OH R  خط و دايره  متقاطع  

 OH R =  خط بر دايره  مماس  

 OH R   خط و دايره  متخارج  

 

 

 

 

 

 

O
H

H

H



 

 

 حل مثال قبل با روش دوم :

x y x+ − − =2 2 2 3 0  

x y+ = 4  

 

 

 

 

 

 



 

 

)در نقطة  سئله :  م )A ,2 xروي دايره    3 y x y+ − − − =2 2 2 2 3 ايم. معادلددة مماسي بر آ  رسددم کددرده  0

 خط مماس را بنويسيد.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

 
 

 
 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 نوشتن معادله دایره 

 



 

 

 نوشتن معادله دایره  : 8اپيزود 
 مدل هاي مختلا و متنوع نوشتن معادله دايره 

)فاصلة بين دو نقطة يادآوري :  )A x , y1 )و  1 )B x , y2  ( برابر است با :ABخط  )طول پاره 2

 

( ) ( )AB x x y y= − + −
2 2

2 1 2 1   

 

 

 

 
( )A x , y

( )B x , y



 

 

)اي بنويسيد که نقطة  : معادلة دايره  همسئل )O ,− −2 )مرکددز آ  بددوده و نقطددة    1 )M يددك نقطدده از آ    11,

 باشد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

)فاصلة نقطة يادآوري :  )A x , y0 axاز خط  0 by c+ +  برابر است با :  0=

 

  

ax by c
h

a b

+ +
=

+

0 0

2 2  

 

 

 

 

 

 

( )A x , y

ax by c+ + =

h



 

 

)اي بنويسيد که نقطة  معادلة دايره:    همسئل )O ,−1 xمرکز آ  بوده و بر خط بدده معادلددة    1 y− + =3 4 3 0 

 مماس باشد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 د.كنقطر )شعا ( عمود بر وتر، وتر را نوف مييادآوري : 
           

 

AH BH= 
 

 

 

 
 

 

 

A H B

O



 

 

)اي بنويسيد که مرکز آ   معادلة دايره:    همسئل )O xبوده و روي خط به معادلة   01, y+ = وتري به طددول  2

2  جدا کند. 2

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 هاي دو دايره است.المركزين برابر با ميمو  شعا مماس خارج، طول خطدر دو دايرة  يادآوري : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 A H B

O

 

O
R R

d
d R R= +



 

 

)اي بنويسدديد کدده مرکددز آ  نقطددة : معادلددة دايددرههلمسددئ )O بددوده و بددر دايددره بدده معادلددة  11−,

x y x y+ − + =2 2 2 2  مماس خارج باشد. 0

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 هاي دو دايره است.فاضل شعا با قدرمطلق ت المركزين برابردر دو دايرة مماس داخل، طول خطيادآوري : 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 O R

O
d

d R R= −



 

 

)اي بنويسددديد کددده مرکدددز آ  : معادلدددة دايدددرههمسدددئل )O بدددوده و بدددا دايدددره بددده معادلدددة  01,

x y x y+ − − − =2 2 4 6 3  داخل باشد. مماس 0

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

xاي را بنويسدديد کدده خطددوط معادلددة دايددره:  همسئل y+ xو  1= y− = دو قطددر از آ  بددوده و بددر خددط  3

x y+ =4 3  مماس باشد. 6

 

 

 

 

 

 

 



 

 

)اي بنويسدديد کدده : معادلددة دايددره همسددئل )A ,1 )و  2 )B ,3 دو نقطدده از آ  بددوده و قطددر آ  روي خددط  0

y x= −2  واقع باشد. 1

 

 

 

 

 

 

 



 

 

yبددوده و بددر دو خددط بدده معددادلات    -1اي را بنويسيد که مرکددز آ  بدده طددول  : معادلة دايره  هلمسا x=   و

y x= +  اشد.مماس ب 4

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 
 

 
 

 
 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 بیضی

 



 

 

 بيضی : 9اپيزود 
    : را در نظر گرفته و دو سر آن را مطاابق شاكل در دو نقطاة   يك تكه نخ به طول  تعريا ترسيمي بيضي

F ,F  ثابت كنيد بطوريكهFF . 

 

اي رس  كنيد كه در تمام زمان رس ، دو طرف نخ كاملاً بوور  منحني بگونه  يك مداد را داخل نخ قرار داده و

 اي خواهد بود كه بيضي نام دارد.صاف و كشيده باشد. شكل حاصل منحني بسته

 

 

 

 

P

F F



 

 

    : هاي هر نقطاه روي بيضاي از نقااط  مطابق با ترسي ، همواره ميمو  فاصلهويژگي نقاط روي بيضيF ,F 

)برابر طول نخ   است. (

   FA F A+ =   

   FB F B+ =   
   FC F C+ =   

 

 

 

 

 

 

 

F F

A B



 

 

 خارج بيضي باشد  پس داري  : Aكني  نقطة فرض ميحالن اول : 

 

 

 
 

F A

FA F A FA A A F A FA F A
 

      + = + +  + =   

 

Fميمو  فواصل هر نقطه خارج بيضي از نقاط نتيجه:   ,F  از طول نخ(  بيشتر است. (

 

 

 

A

F F

A



 

 

 داخل بيضي باشد  Aكني  نقطة فرض ميحالن دوم : 

 

 
 

 
( )

FA

FA F A FA F A AA F A FA AA F A FA



         + = + − = + −  + =   

Fبيضي از نقاط   داخلميمو  فواصل هر نقطه نتيجه:   ,F  از طول نخ(  تر است.كم (

 

 

 

A

F F

A



 

 

    : دو نقطاة از    ميمو  فواصلشاانبيضي مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه  تعريا مكا  هندسي بيضي

 است. مقدار ثابتدر صفحه يك  ثابت

 

 دو نقطة ثابت F ,F است. مقدار ثابت، طول قطر بزرگ بيضيو  هاي بيضيكانون 

 ( MFمقدار ثابت  ( MF+ =  

 طول نخ = طول قطر بزرگ بيضي =  

 

 

 

 

 

M

F F



 

 

 : پارامترهاي بيضي 
OA a , OB b , OF c= = =   

 O  وسط( مركز بيضي :FF) 

 FF نوني بيضي : فاصلة كاc =2  

 AA  قطر بزرگ بيضي :a =2  

 BB  قطر كوچك بيضي :b =2  

 

 

 

 

 

B

F
F 

B

AA

 

b c

aO



 

 

 : در هر بيضي ثابن کنيد 

AAالف(   a = 2   

=aب(     طول نخ 2

aپ(    b c= +2 2 2  

   ) BB b = 2  

 

 

 

 

 



 

 

FAكني   ابتدا ثابت مي:  (الا )اثبات  F A =  

 باشد داري  : Aاگر مداد در نقطة 
 

 

 

FA F A FA F F FA FA c + =  + + =  + =2 2   
c

FA
−

 = 
2
2

 A 
c

FA F A
−

  = =
2
2

  به دليل مشابه  در نقطة 

 و اينك داري  :

OA OF F A OF FA OA a   = + = + = =   

AA OA OA a a a  = + = + = 2   

 

 

F
F  AA

c c

aO



 

 

 : (ب)اثبات 
c c c

OA OF FA c
− + −

= + = + = =
2 2 2
2 2 2

  

OA : از طرفي a a a=  =  = 2
2

  

 

 

 

 

 



 

 

BFالسااقين اسات و متساوي BFFه  ميانه است و ه  ارتفا  پس مثلا     OBاثبات )پ( :   BF a= و  =

 طبق قضية فيثاغورس داري  :

   BF OB OF= +2 2 2  

   a b c= +2 2 2  

 

 

 

 

 

 

 

B

F Fo
 

aba

c c

B



 

 

 بدليل مشابه :اثبات )ت( : 

 
 

   OB BF OF a c OB = − = − =2 2 2 2 2 2   

   OB OB b = =   

   BB OB OB b b b  = + = + = 2   

 

 

 

 

 

 

B

F F

o
 

a

b

a

c c

B



 

 

  خط عمود بر  انوني بيضي :  وتر کAA)قطر كانوني(    در نقطةF،)بيضاي را در نقااط    )كانونM    وN   قطاع

: نامي . طول وتر كانوني بيضي برابر است با را وتر كانوني بيضي مي MNكند، مي
b

a

22
  

 

 

 

 

 

 

 

 

B

F F

M

A

N
B

A



 

 

  ثابن کنيد طول وتر کانوني بيضي برابر با
b

a

22
 اسن. 

 داني اولاً مياثبات : 

 MF a MF = −2   MF MF a+ = 2   
 داري  : MFF ثانياً طبق قضية فيثاغورس در مثل 

( ) ( )MF MF FF MF a MF c = −  = − −
2 22 2 2 2 2 2   

MF a a.MF MF c = − + −2 2 2 24 4 4   

( )
a c

a.MF a c MF
a

−
 = −  =

2 2
2 24 4 4 1   

 

 

 

F
F

M

N

 O

c



 

 

    

)   داني رفي مياز ط )a b c a c b= +  − =2 2 2 2 2 2 2:   

( ) ( )
b

: MF
a

→ =
2

2 1   

 : به دليل مشابه
b

NF
a

=
2

  

 

 

 

 

 

b
MN

a



 =




22



 

 

    : با داشتن مقادير  رسم بيضيc,a توان بيضي را رس  نمود بدين ترتيب كه ابتدا نقاط ميF ,F  را به فاصلة

c2  كني ، سپس نقاط  از يكديگر رس  ميA ,A    ِرا به ترتيب در راستF    ِو چپF    به فاصالةa c−   از آنهاا

bاز رابطة    bمحاسبة مقدار    كني . در انتها بارس  مي a c= −2 2 Bنقاط    2 ,B    كرده و بيضي را را نيز مشخص

 كني .بطور تقريبي رس  مي

a:   1مثال   = cو  4 =1  

b a c= − = − =2 2 2 16 1 15   

b / = 15 3 87   
c

a
=
1
4

  

 

 

/

/−

−
o



 

 

a:   2مثال   = cو  8 = 2  

b a c= − = − =2 2 2 64 4 60  
b / = 60 7 74  

c

a
=
1
4

  

 

 

a:   3مثال   = cو  2 =1  

b a c= − = − =2 2 2 4 1 3   

b / = 3 1 73   
c

a
=
1
2

  

 

/

−
o

/−



 

 

a:   4مثال   = cو  4 = 2  

b a c= − = − =2 2 2 16 4 12  

b / = 12 3 46  
c

a
=
1
2

  

 

 

 

 

 

 

 

/

−
o

/−



 

 

a:   5مثال   = cو  4 = 3  

b a c= − = − =2 2 2 16 9 7   

b / = 7 2 64  
c

a
=
3
4

  

 

 

a:   6مثال   = cو  8 = 6  

b a c= − = − =2 2 2 64 36 28   

b / = 28 5 3   
c

a
=
3
4

  

/

 

−
o

/−

 

−
o

/−

/



 

 

  : مقاادار خددروج از مرکددز بيضددي
c

a
 را خااروج از مركااز بيضااي گااويي  كااه مياازان كشاايدگي بيضااي را 

دهد. نشان مي
c

a

 
  

 
0 1  

 
c

a
 شكل بيضي كشيدهتر شده و به خط نزديك ميشود.  1→

 
c

a
 كشيدگي بيضي كمتر شده، به دايره نزديكتر ميشود.  0→

 
c

a
 , پاره خط  1=

c

a
 دايره 0=

 
 

 



 

 

 مسير( :ترين  يادآوري مسئلة هرو  )پيدا کرد  کوتاه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A
•

•
B

d



 

 

 : ويژگي بازتابندگي بدنة داخل بيضي 

Fهااي  )نقطة تماس خط مماس با بيضاي( از كانون  M( ميمو  فواصل نقطة  1 , F   .كمتارين مقادار را دارد

 )مسئلة هرون(

2  )ˆ̂ =  هرون(  )مسئلة 

تابد، هاي بيضي بر بدنة داخلي بيضي مياز يكي از كانوناي باشد، شعا  نوري كه  ( اگر بدنة داخلي بيضي آينه3

 گذرد. )مسئلة هرون(انعكاسش از كانون ديگر مي

 

 

 

 



 

 

 
 

 

 

 

 

 
 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 بیضی حل مسائل 

 



 

 

 بيضیحل مسایل  : 10اپيزود 
وچددك و اسددن. طددول قطددر ک 6و    8در يك بيضي، اندازه هاي قطر بزرگ و فاصله کددانوني بترتيددب  :  هلمسا

 خروج از مرکز بيضي را حساب کنيد.

 

 

 

 

 

 



 

 

  : هلمسا

 
 



 

 

خروج از مرکز بيضي را حسدداب آنگاه فاصله کانوني و    b=3و    a=5اگر در يك بيضي داشته باشيم؛    :  هلمسا

 کنيد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : لةمسا

 
 

 

 

 

 



 

 

 :هلمسا

 
 

 

 

 

 



 

 

Fروي يك بيضي و    B,Aدو نقطة    :هلمسا ,F   اند.  هاي بيضيکانوA     به کانوF  ر و  نزديكتB    به کانو

F  نزديكتر اسن. اگرAF BF  باشد، نشا  دهيد؛ =

 يكديگر را درون بيضي قطع نكنند، با ه  موازيند. BFو   AFخط الف( در حالتي كه دو پاره 

 

 

 

 FOFقطاع كنناد، مثلا     Oاي مانناد  يكديگر را درون بيضي و در نقطاه  BFو    AFب( در حالتي كه   

 الساقين است.متساوي

 

 



 

 

ايم تا رسم کرده  AAعمودي بر    Fاسن و از کانو     e، مانند شكل، قطر بزرگ بيضي  C: قطر داير   هلمسا

 با نصا قطر کوچك بيضي برابر اسن. MFقطع کند، ثابن کنيد   Mاي مانند دايره را در نقطه

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Fهاي  روي بيضي و کانو   M: در شكل مقابل نقطة  هلمسا  , F  اند. خددط  مشخص شدددهd  اي را بدده گوندده

رسم کنيد تا خددط  MFخطي موازي با  Fبيضي مماس باشد و سپس از نقطة   بر  Mم کنيد که در نقطة  رس

d  اي مانند نقطهرا درN   قطع کند. ثابن کنيدNF MF =. 
 

 

 

 

 

 



 

 

اي قرار دارد که فاصلة آ  تا مرکز بيضي برابددر واحد به گونه  10و    6روي بيضي به اقطار    Mنقطة    ه:لمسا 

 واحد اسن؛  4

OMالف( نشان دهيد   OF OF= =. 

 الزاويه است.قائ  MFFب( نشان دهيد مثل   

 را به دست آوريد. MFو  MFهاي  ج( طول 
 

 

 

 

 



 

 

 چند درجه اسن  FBF: در بيضي مقابل قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچك اسن. انداز  زاوية هلمسا

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

بر بيضددي ممدداس  Bدر نقطة  dدو قطراند. خط  BBو  AA: در بيضي مقابل  همسئل

کنيم تددا رسددم مددي  BFعمودي بددر    Fکنيم و در نقطة  را رسم مي  BFخط  اسن. پاره

ودي بر امتددداد قطددر بددزرگ بيضددي رسددم عم  Cقطع کند و از    Cرا در نقطة    dخط  

BCFˆقطع کند. اگر    Dاي مانند  کنيم تا آ  را در نقطهمي = 45  مقدار ،
AD

AF
را به   

 دسن آوريد.

 

 

 

 



 

 

از ه باشد. با استفاده و محيط مثل  داده شد AHو ارتفا    BCاندازه ضلع  ABCفرض كنيد از مثل   :هلمسا

 ضي، روش رس  اين مثل  را توضيح دهيد. اص بيخو

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 سهمی

 



 

 

 سهمی : 11اپيزود 
    : خط  مسئلة ترسيمd    و نقطةF   را در نظر بگيريد. مكان هندسي نقاطي از صافحه را تعياين كنياد كاه باه

 )ترسي  با مداد و گونيا و نخ( قرار داشته باشند. Fو نقطة   dفاصلة يكساني از خط 

 

 

 

 

 
 

 

H
 

M

F

d



 

 

    : ت غيرواقع نقاطي از صفحه است كه از يك خط ثابت در آن صفحه و از يك نقطه ثاب  مكان هندسيسهمي

 نامي .سهمي مي کانو و نقطة ثابت را  هادي خط . خط ثابت را ، به يك فاصله باشندر آن خطب

 كند.عمود كني ، سهمي را در رأس سهمي قطع مي dخطي بر   Fاگر از 
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 : معادلة سهمي به رأس مبدأ مختصات 

PF PH=   
 

( ) ( )x a y x a− + = + +
2 22 0  

x ax a y x ax a− + + = + +2 2 2 2 22 2   

 

y ax =2 4   

 

 

 

 

( )P x, y

( )F a,

y

( )H a, y−



 

 

 

دهانة  

 سهمي

محور  

 سهمي
 کانو  خط هادي 

معادلة  

سهمي 

( )a 0  
رو به 

 راست
 xمحور 

x a= −  ( )a,0  y ax=2 4  

 xمحور  به چپ رو
x a=  ( )a,− 0  y ax= −2 4  

y yمحور  رو به بالا a= −  ( ),a0  x ay=2 4  
رو به 

 پايين
y yمحور  a=  ( ), a−0  x ay= −2 4  



 

 

    : عدد مثبت  فاصلة کانوني سهميa  مي گويي . فاصلة رأس سهمي تا كانون و همچناين را فاصلة كانوني سه

 است. aرأس سهمي تا خط هادي برابر  
  

 

x ay=2 4  

 

 

 

 

 

a

y a= −

( )F ,a0

a



 

 

  شاود خطي كه از كانون به خط هادي عمود مي  محور سهمي( :  -ور تقار  سهمي )محور کانوني سهمي  مح

 يي .گورا محور تقارن سهمي يا محور كانوني و يا به اختوار محور سهمي مي

 ها »سهمي قائ «(yها »سهمي افقي« يا محور  x)محور  

 

 دام چه نوع سهمي هستند  تشريح کنيد.زير هرکهاي له : معادلهمسا

y )الف  x=2 6 x )ب    y= −2 16   

 

 

 

 

y

x

x a=

( )F a,−
•



 

 

     : اگار رأس ساهمي را از نقطاة  انتقال سهمي با انتقال مبدأ مختصات با محورهاي موازي( باه نقطاة   00,(

( )h,k    ، منتقل كنيx    بهx h−    وy    بهy k−  شود كه در اينوور  معادلا  سهمي بوور  زير تبديل مي

 تغيير خواهد كرد :

 

 

 

 

 

 

 



 

 

دهانة  

 سهمي

محور  

 سهمي
 معادلة سهمي  کانو  خط هادي 

رو به 

 راست
خط 
y k=  x a h= − +  ( )a h,k+  ( ) ( )y k a x h− = −

2 4  

خط  رو به چپ
y k=  x a h= +  ( )a h,k− +  ( ) ( )y k a x h− = − −

2 4  

خط  رو به بالا

x h=  
y a k= − +  ( )h,a k+  ( ) ( )x h a y k− = −

2 4  

رو به 

 پايين
خط 

x h=  
y a k= +  ( )h, a k− +  ( ) ( )x h a y k− = − −

2 4  



 

 

)مثلاً معادلة   ) ( )y k a x h− = −
2  kبه سمت راست و باه انادازة   hمعادلة يك سهمي است كه به اندازة    4

)به سمت بالا  )k , h 0  تقال يافته است.ان 0

)ة  بديهي است در اينوور  كانون سهمي نقط )F a h , k+  خط هاادي ساهمي خاط ،x a h= − و محاور   +

yي خط تقارن سهم k= .خواهد بود 

 

): معادلة سهمي به رأس مثال )S ,2 )و کانو   1 )F ,2  بنويسيد. هادي آ  را نيز را نوشته و معادلة خط  5

 

 

 

 



 

 

): مختصات کانو  و همچنين معادلة سهمي به رأس مثال )S ,4 xو خط هادي  6 =  را بنويسيد. 9

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): معادلة سهمي بنويسيد که کانو  آ  مثال )F ,−2 yو خط هادي آ   3  باشد. 1=

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): معادلة سهمي بنويسيد که  مثال )S ,1 )رأس و  2 )F ,−1  کانو  آ  باشد.  2

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

    : است مرباع كامال   2متغيري را كه از درجه  تبديل معادلات غيراستاندارد سهمي به معادلات استاندارد

ري  و از ضاريب برا به سمت راست مي  1داري  و اعداد ثابت و متغير درجه  چپ معادله نگه ميكرده و سمت  

 اندارد شده است.گيري . معادلة استفاكتور مي 1متغير درجه 

y x x= + +2 3 5   

 

 

 

 

 

 



 

 

 رأس، کانو  و معادلات خط هادي و محور تقار  سهمي زير را تعيين کنيد.مسئله : مختصات  

y y x− + + =2 2 8 9 0  
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

    : خط عمود بر محور تقارن در كانوني سهمي، ساهمي را در نقااط  وتر کانوني سهميN,M  كناد. قطاع مي

MN . را وتر كانوني سهمي گويي 
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  كني  ابتدا رأس و كانون سهمي را در محور مختوا  مشخص ميمي به کمك معادلة استاندارد :  رسم سه

در   a2دو نقطه باه فاصالة    Fروي خطي عمود بر محور تقارن سهمي در    ،سپس طبق ويژگي وتر كانوني سهمي

Bكني  و نقاط مشخص مي  Fطرفين  ,B  نامي . نقاط  ميB ,B,A دهند.شكل تقريبي سهمي را نشان مي 

 

y x y= −2 2 4   

 

 

 

 



 

 

    :  هااي مها  ساهمي ايان يكي از ويژگيويژگي بازتابندگي سهمي و کاربردهاي آ

ز كانون آن به بدنة سهمي بتابد بازتاب آن موازي با محور است كه هر شعا  نوري كه ا

سهمي بازخواهد گشت و برعكس هر شعا  نوري كه موازي با محاور ساهمي باه بدناة 

بار ساهمي  dسهمي بتابد، بازتاب آن از كانون سهمي خواهد گذشت. درواقع اگار خاط 

,هاي نقطة تماس آن باشد زاويه Aمماس و نقطة   .برابرند 

 

 

 

 



 

 

  از اين ويژگي در ساخت بسياري از وسايل استفاده شده است. به طور مثال چراغ جلوي 

سازند كه جداره پشت لامپ به حالت سهمي باشد و  اي ميرا معمولاً به گونه  هااتومبيل

دهند. در اين صور   را در كانون اين سهمي قرار مي  اي داشته باشد و لامپجنس آينه 

شوند پس از برخورد به جداره سهموي پشت هاي نوري كه به عقب تابيده ميحتي شعا 

شعا  به صور   ميلامپ  بازتاب  جلو  به  سهمي  محور  با  موازي  روشنايي هايي  و  يابند 

 آورند.بيشتري به وجود مي

 

 



 

 

ور كماكاان هاي نتر، شعا با قرارگرفتن لامپ در راستاي عمودي يكسان با كانون سهمي اما كمي بالاتر يا پايين

 يا ناور پاايين اييااد شوند كه اصطلاحاً نور بالاموازي با ه  )نه موازي با محور( اما رو به بالا يا پايين خارج مي

 كنند.مي

 
 



 

 

هاي ناور باا ها  ر قرار گيرد شاعا تدر راستاي عمودي كانون قرار گيرد و كمي جلوتر يا كمي عقباگر لامپ  

 شوند.موازي خارج نمي

 
 

 



 

 

 
 

 
 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 سهمی حل مسائل 

 



 

 

 سهمیحل مسایل  : 12اپيزود 
y: مختصات رأس و کانو  سهمي به معادلة هلمسا ax bx c= +  را بدسن آوريد. 2+

 

 

 

 

 

 



 

 

y: سهمي به معادلة  هلمسا x= −2 4 اي واحددد دايددره 3مفروض اسن. به مرکز کانو  سهمي و بدده شددعاع   4

 کنيم. مختصات نقاط برخورد سهمي و دايره را بيابيد.رسم مي

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 dبگذرد و بددر    Fمفروض اسن. ثابن کنيد مرکز هر دايره که از    dو خط هادي    F: سهمي با کانو   هلمسا

 مماس باشد، روي سهمي قرار دارد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

)را طوري تعيين کنيد که فاصلة کانو  تا رأس سهمي  k: مقدار هلمسا )y kx− = +
23 1  باشد.  1برابر  2

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

x: معادلة مكا  هندسي نقاطي را بنويسيد که از خط هلمسا = )و نقطة   1− )A ,−3  به يك فاصله باشند. 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): اگر هلمسا )S )رأس و  00, )F ,−2  کانو  يك سهمي باشد، معادلة سهمي را بنويسيد. 0

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

xمي : مختصات کانو  و معادلة خط هادي سههلمسا x y− + + =2 2 4 5  را تعيين کنيد. 0

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

x: اگر مرکز داير   هلمسا y x+ = +2 2 2 )کانو  سهمي    2 ) ( )y x− = −
2 باشد، معادلة خددط هددادي  2

 سهمي را تعيين کنيد.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

بگددذرد و بددر  Fمفروض اسن. ثابن کنيد مرکز هر دايره که از   dو خط هادي    Fبا کانو     Pسهمي    :هلمسا

 Fمماس باشد روي سهمي اسن و برعكس هر نقطه روي سددهمي، مرکددز يددك دايددره اسددن کدده از    dخط  

 مماس اسن. در پايا  با توجه به اين موضوع، تعريا ديگري از سهمي ارائه کنيد. dگذشته و بر 

 

 

 

 

 



 

 

 Mبه نقطه دلخواه    Fاسن. از    رسم شده  dو خط هادي    Fو کانو     Aدر شكل زير، سهمي به راس    :هلمسا

عمددود   dبددر  را    MTخددط    Mقطع کند و سددپس از    Nرا در    dدهيم تا  روي سهمي وصل کرده و امتداد مي

کنيم. ثابن کنيد: مي
FN NT

FA TH
=
2

 

 



 

 

 : هلمسا

 
 



 

 

 
 

 
 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 3Rفضای سه بعدی 

 



 

 

 3فضای سه بعدی  : 31اپيزود 
    و دستگاه مختوا  دوبعدي را گويند كه در آن هر نقطه دقيقاً توسط ياك زوج مرتاب   صفحه:    2صفحة

)مانند  )x, y كند. شود و هر زوج مرتب دقيقاً يك نقطه از صفحه را مشخص ميمشخص مي( )x, y 

 

 

 

 

 

 

x

o



 

 

آنهاا عاددي حقيقاي   y,xهاي  اي شامل همه نقاطي از صفحه است كاه مللفاهدر حقيقت ميموعه  2ة  صفح

 است.

( ) x, y |x, y= 2   

 

    : هر معادله به صور معادلة خط در صفحه  ax by c+ هستند، معادلة   a,b,cكه در آن مقادير    =

 دهد.خط در صفحه را نشان مي

 

 

 



 

 

  يا رابطه بر حسب    معادلهy,x    : اي نمودار  رابطه يا معادلهدر صفحهG  كند اگار را در صفحه مشخص مي

 در آن رابطه يا معادله صدق كند.  Gو فقط اگر هر نقطه از نمودار 

y      : مثال x=  نمودار سهمي  2

 

 

xاين معادله به ازاي   = yمقدار    2 = )دهد يعني نقطة  مي  4 ),2 روي اين معادله است و برعكس هار نقطاه   4

 كند.ين سهمي، در معادلة فوق صدق ميروي ا

 

 

 



 

 

 2ها و معادلات در صفحة رسم نمودار رابطه : 

الف( اگر رابطه يا معادله، يك تساوي بود كه به راحتي قابل رس  است و با نمايش چند نقطه از آن در صافحه، 

 د.آيشكل كيفي )تقريبي( معادله يا رابطه به دست مي
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y x=
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x−  
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x−  



 

 

كني ، ساپس باا ب( اگر رابطه بوور  نامعادله و نامساوي باشد، ابتدا آن را به تساوي تبديل كرده و رس  ماي

 زني .يابي در طرفين معادله، سمت قابل قبول را هاشور مينقطه

 

    : چاين هاي بزرگتر يا كاوچكتر باا خطابطههاي كوچكتر يا مساوي و بزرگتر يا مساوي با خط و ررابطهتوجه

 شوند.مشخص مي
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 ارهاي زير را بنويسيد.: معادله يا رابطة هر يك از نمود  مثال
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 هاي زير را رسم کنيد.: نمودار رابطه  مثال

−xالف(   1 −yو       1  2 3  

 

 

yب(   x  20  

 

 

yپ(   = −xو       2  2 2   

 

 



 

 

 : معادلات روابط زير را بنويسيد.  مثال
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x

y
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    هاي مرتب به صاور   تاييميموعه تمام سه:    3فضاي( )x, y,z  هاا  كاه در آنz, y,x   اعاداد حقيقاي

 دهند.مي 3هستند، تشكيل فضاي 

( ) x, y,z |x, y,z= 3   

 

 

 

 

 

 

x

z

yo



 

 

  و عمود بر ه  تشاكيل داز سه محور دوبه 3دستگاه مختوا  فضاي :    3مختصات در فضاي    محورهاي

)شده است كه در مبدأ مختوا   )o .همرسند 

)ها   xمحور    )ox  

)ها   yمحور    )oy  

)ها  zمحور    )oz   

 

 

 

 
x

z

y

o



 

 

    هار دو محاور، تشاكيل ياك صافحه 3در دستگاه مختوا  فضااي  :    3صفحات مختصات در فضاي ،

 دو بر ه  عمودند.دهند كه دوبهمي

)(   oyو  oxشامل محور  ) xyصفحة    )z =0   

)(   ozو  ox)شامل محور   xzصفحة    )y =0   

)(   ozو  oy)شامل محور   yzصفحة    )x =0   

 

 

 

 

x

z

y

o



 

 

     اگر محورها را از مبدأ مختوا( )o  دير منفاي محورهاا در خلاف جهت ادامه دهي  )در سوي منفي( تا مقا

 4و    xyناحية آن بالاي صفحة    4شود كه  ناحيه تقسي  مي  8به    3تگاه مختوا  فضاي  ظاهر شوند، آنگاه دس

 شوند.واقع مي xyناحية ديگر زير صفحة  

 



 

 

  علامتz, y,x   ناحيه به صور  زير است : 8در اين 

  
 



 

 

    نمايش نقطة( )x , y ,z0 0 )ابتدا نقطة  :    3در فضاي    0 )x , y0 كني . ساپس مشخص ماي  xyرا در صفحة    0

)نتهاي عمود خارج شده نقطة كني . ااز اين نقطه عمودي خارج مي z0به ارتفا    )x , y ,z0 0  دهد.را نمايش مي 0

))روش اول(    ), ,− −1 2 3  

 

 

 

 

 

 
x

z

y



 

 

zهاي  سه نقطه به طولروش دوم :   , y ,x0 0 مشخص كرده و با آنها يك مكعاب   oz,oy,oxروي محورهاي    0

)دهي . نقطة مقابل مبدأ مختوا ، نقطة مستطيل تشكيل مي )x , y ,z0 0  است. 0

 ( ), ,1 2 3  
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): نقطة   مثال )M , ,−2 1  نمايش دهيد. 3را روي  3

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  3مختصات نقاط روي محورها و صفحات مختصات در فضاي : 

 

 محورها مختصات   صفحات مختصات 

( )x, y,0  xy   ( )x, ,00  ox  
( )x, ,z0  xz   ( ), y,0 0  oy  

( ), y,z0  yz   ( ), , z00  oz  
 

 

 

 



 

 

 ،تصوير و فاصلة نقطة دلخواه  قرينه( )A x, y,z : نسبن به محورها و صفحات مختصات 

 الا( تصوير :

 

 

 

 

 

 

 

 

( )A x, y,z
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xoy 

xoz 

yoz 



 

 

 ب( قرينه :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )A x, y,z
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xoy 

xoz 

yoz 



 

 

 پ( فاصله :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )A x, y,z
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xoy 

xoz 

yoz 



 

 

 را طوري تعيين کنيد که؛ pو   m  ،n: مقادير   مثال

)الف( نقطة  )m ,n ,+ −2 1  باشد. ozروي محور   5

 

 

 

)ب( نقطة  ,p p, )−23  باشد. xzروي صفحة  4

 

 

 

 



 

 

  فاصلة نقطة( )x , y ,z0 0  از مبدأ مختصات : 0

 

 

 

 

  فاصلة دو نقطة( )A x , y ,z1 1 )و  1 )B x , y ,z2 2  ( :ABخط  )طول پاره 2
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z

yo

( )A x , y ,z

x

z

yo

( )A x , y ,z

( )B x , y ,z

OA x y z= + +2 2 2
0 0 0

( ) ( ) ( )AB x x y y z z= − + − + −
2 2 2

2 1 2 1 2 1



 

 

 خط  ت وسط پارهمختصا( )A x , y ,z1 1 )و   1 )B x , y ,z2 2 2 : 
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( )A x , y ,z

( )B x , y ,z

x x y y z z
M , ,

+ + + 
 
 

z



 

 

): نقاط   مثال )A , ,−1 2 )و   1 )B , ,0 3 )و  2 )C , ,−2 1  هستند؛  ABCسه رأس مثلث   4

 را تعيين كنيد.  BCالف( طول ضلع  

 

 

 

 را تعيين كنيد. ABب( طول ميانة وارد بر ضلع  

 

 

 

 



 

 

)را طوري بيابيد که فاصلة نقطة   kمثال : مقدار  )A ,m,m −12  باشد.  13از مبدأ مختصات برابر  1

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

)مثددال : نقدداط  )A , ,10 )و  2 )B , ,2 )و  00 )C , ,− −0 1 )و  2 )D , ,−0 )و  10 )E , ,1 2 )و  3 )F , ,− −3 4 را در  5

 نظر بگيريد؛

 چه ويژگي دارند؟  D,C,B,Aالف( هر يك از نقاط  

 

 را از مبدأ مختوا  حساب كنيد. Eب( فاصلة نقطة  

 

 و مختوا  وسط آن را به دست آوريد.  EFخط پ( طول پاره 

 

 

 



 

 

 : معادلات محورهاي مختصات 

 : oxمحور   
y

z

=


=

0
0

  

 

 : oyمحور   
x

z

=


=

0
0

  

 

 : ozر  محو 
x

y

=


=

0
0

  

 

 

x

z

y



 

 

 : معادلات صفحات مختصات 

xy : zصفحة    =0  

xz : yصفحة    =0  

yz : xصفحة    =0  

 

 

 

 

 

 

x

z

y



 

 

xصفحة : الا(   مثال  را نمايش دهيد. 1=

 

 

 

 

xصفحة  روي ب( بر yنقاطي را که در آنها  1= =  اسن مشخص کنيد. 2

 

 

 

 



 

 

xپ( بر روي صفحه  zنقاطي را که در آنها  1= =  اسن مشخص کنيد. 1−

 

 

 

 

xت( از تلاقي سه صفحة  yو  1= = zو  2 =  آيد چه شكلي پديد مي  1−

 

 

 

 



 

 

 نتيجه :

 آيد. ( از تلاقي هر دو صفحه كه موازي دو محور هستند، خطي موازي محور سوم پديد مي1

    ozخطي موازي محور                                                  
x a

y b

=


=
  

 

   oxخطي موازي محور                                                                                    
y b

z c

=


=
 

 

   oyخطي موازي محور                                                 
x a

z c

=


=
  

 



 

 

 آيد.( از تلاقي هر سه صفحه كه هر كدام موازي دو محور هستند، يك نقطه در فضا پديد مي2

 

x a

y b

z c

=


=
 =

) در فضا   )a,b,c  نقطة 

 

 

 

 

 

 



 

 

 ضا رسم شده اسن؛ط در ف: در شكل زير نمودار يك خ  مثال 

 الف( معادلة صفحاتي كه از تلاقي آنها اين خط بدست آمده است را بنويسيد.

 ب( معادلة خط را بنويسيد.

 

 

 

 

 

 

 
x

z

y



 

 

 : در شكل زير نمودار دو صفحه در فضا نمايش داده شده اسن؛  مثال 

 الف( معادلة دو صفحه را بنويسيد.

 آيد را بنويسيد.ب( معادلة خطي كه از تلاقي اين دو صفحه به دست مي

 

 

 

 

 

 
 

x

z

y

 

 



 

 

 



 

 

 
 



 

 

 
 

 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 3R بردارها در صفحه و فضای

 



 

 

 3 بردارها در صفحه و فضای : 41اپيزود 
    : دار مانند خط جهتهر پارهبردارAB  كه ابتداي آن نقطةA  و انتهاي آن نقطةB   باشاد و آن را بواور

AB    يا براي سهولت(ف كوچك مثلاً  با حرaنمايش ماي )  دهي  و انادازة آن را باا نماادAB    يااa   نشاان

 .دهي مي

 

 

 

 

 

A

AB

B

C

D

CD



 

 

  هاي يك باردار، مختواا  نقطاة گيري ، مللفهبا توجه به اينكه ابتداي بردارها را مبدأ مختوا  در نظر مي

 شود.انتهايي آن مي

 

 

 

 

 

 

 

 

o

a
( )A a ,a

x
a

y( )OA a a ,a= = 1 2



 

 

  هر نقطه از صفحه متناظر با يك بردار است و برعكس 

( ) ( )A , : OA a ,− = = −1 3 1 3   

( ) ( )B , : OB b ,− = = −2 5 2 5    

( ) ( )C , : OC c ,= =3 4 3 4   

 

 

 

 

 

 

A

B

C

x

y



 

 

 : جمع دو بردار 

  روش هندسي 

 :روش متوازي الاضلا (  1

 

 ش مثل :( رو2

 

)  ي متناظرهامللفه  ميمو  روش جبري  ) ( )a a ,a , b b,b= =1 2 2  

( ) ( ) ( )a b a ,a b ,b a b , a b+ = + = + +1 2 1 2 1 1 2 2  

 

 



 

 

 : ضرب عدد حقيقي در بردار 
( )a a ,a , r= 1 2   

( ) ( )ra r a , a ra , ra= =1 2 1 2   

 

r( اگر  1 0  ،باشدa  وra  جهت هستند.راستا و ه ه 

 

 

 

 

 

a

ra



 

 

r( اگر  2 0  ،باشدa  وra  اليهت هستند.راستا و مختلفه 

 

 

r( اگر  3 1 ،باشد ra  ازa .بزرگتر است 

 

 

r( اگر  4 1  ،باشدra  ازa .كوچكتر است 

 

 

 

a

ra

a

a
a

a− a−

a a

a



 

 

  قرينة بردارa : 

rاگر   =  گويي .  aرا قرينة بردار  raباشد،  1−
( )a a ,a= 1 2   

( )ra a a , a= − = − −1 2  

 

 

 

 

 

 

a

a−



 

 

 : تفاضل دو بردار به روش هندسي 

aاگر هر دو بردار از يك نقطه رس  شده باشند، تفاضل   b−    برداري است كه از انتهايb    به انتهاايa   وصال

 شده باشد.

 

 

 

 

 

 

 

a
a b−

b−
b−

a b−a

b−

a



 

 

 ( بردار اندازه )طولa : 
( )a a ,a= 1 2   

a a a= +2 2
1 2   

 

 : بردارهاي يكه 

 نمايش داده و عبار  است از : iها را با  xبردار به طول واحد در جهت مثبت محور 

( )i ,= 10   

 عبار  است از : نمايش داده و jها را با  yبردار به طول واحد در جهت مثبت محور 

( )j ,= 01   

 

 

a

b

x

y



 

 

 جمع مضاربي از بردارهاي يكة  توان به صور  حاصلهر بردار را ميi  وj  : نوشت 

( ) ( ) ( )a a ,a a , a , a j a j= = + = +1 2 1 2 1 210 01   

( )a , i j= − = − +2 5 2 5   

( )b , i= =3 0 3   

( )c , j= − = −0 4 4   

 

 

 

 

 

 



 

 

    توان برداري نظير كرد كه از مبدأ مي  3به هر نقطه از فضاي    2مشابه بردارهاي  :    3بردار در فضاي

 شود.مختوا  شرو  مي

 

 

 

 

    در بردارa    مقاديرa ,a ,a3 2 )گويي ، همچنين مبدأ مختوا     aهاي بردار  را مللفه  1 )o , نمايشگر بردار   000,

)صفر   )O ,  است. 000,

 

 

x

z

y

( )A a ,a ,a

OA

( )O , ,

( )OA a a ,a ,a= =



 

 

  3انداز  بردار در فضاي : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

z

y

( )A a ,a ,aa

O

OA a a a a= = + +a

a



 

 

  : است. 2مشابه جمع و تفريق بردارها در صفحة  جمع و تفريق دو بردار 

( ) ( )a a ,a ,a , b b ,b ,b= =1 2 3 1 2 3   

( )a b a b , a b , a b =   1 1 2 2 3 3   

  جمع هندسي دو بردار ثل و م الاضلا به روش متوازي 

  تفاضل هندسي دو بردار اتوال از انتهاي بردار دوم به انتهاي بردار اول 

 

 

 

 

 



 

 

  : است. 2مشابه ضرب عدد حقيقي در بردار در صفحة  ضرب عدد حقيقي در بردار 
( )a a ,a ,a= 1 2 3   

( ) ( )ra r a ,a ,a ra , ra , ra= =1 2 3 1 2 3   

rدر حالت خاص اگر   =  آيد به دست مي aباشد، قرينة بردار   1−

( ) ( )ra a ,a ,a a , a , a a= − = − − − = −1 2 3 1 2 3   

 r 0 ه جهت a , ra  
r ra a

r ra a

   


 

0 1

1
  

 

 r 0 مختلفاليهت a , ra  
r ra a

r ra a

−   


 − 

1 0

1
  



 

 

 : بردارهاي يكه در فضا 

( )i , ,100  در جهت + x ها  

( )j , ,010  در جهت + y ها  

( )k , ,001  در جهت + z ها  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )a a ,a ,a a , , a , , a , ,= = + +1 2 3 1 2 3100 010 001   

 

a a i a j a k = + +1 2 3   

 
( )a , , : a− =2 3 5   

( )b , , : b− =0 3 4   

( )c , , : c− =4 7 0   



 

 

 : روابط و اعمال بين بردارها 

1( a b b a+ = +  خاصيت جابيايي جمع  

2( ( ) ( )a b c a b c+ + = + +  خاصيت شركتپذيري جمع  

3( ( ) ( )a a a a+ − = − + =  خاصيت عضو قرينه در جمع  

4( a O O a a+ = + =  خاصيت عضو خنثي در جمع »بردار صفر«  

5( ( )r a b ra rb =    r   

6( ( )r s a ra sa =    r,s   

7( ( )ra a r(sa) s(ra)= =   r,s   

8( b ra b r a=  =   

 



 

 

a: اگر    مثال i j k= + −3 )و    2 )b , ,= −3 1 rو    1 = raآنگدداه بددردار    2− b+   و انددداز  آ  را بدده دسددن

 آوريد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): اگر   مثال )a , ,= 4 0 bو   3 j k= +4 bآنگاه انداز  بردار  3 a a b− .را حساب کنيد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

a: اگر   ثالم i j k= + +2 bو   3 i j k= − مطلوب اسن حاصل عبارت  +
a b

a b

−

+

2

2
  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

 
 

 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 ضرب داخلی دو بردار 

 



 

 

 دو بردارضرب داخلی  : 15اپيزود 
    : اي دو بردار  ضرب داخلي يا نقطهضرب داخلي دو بردارa    وb    را بااa.b   نماايش داده و بواور  زيار

 شود تعريف مي

( ) ( )a a ,a , b b ,b ; a.b a b a b= =  = +2
1 2 1 2 1 1 2 2   

 

( ) ( )a a ,a ,a , b b ,b ,b ; a.b a b a b a b= =  = + +3
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3   

 

 

 

 



 

 

 هر جفن از بردارهاي زير حاصلضرب داخلي دو بردار را حساب کنيد.مثال : براي 

) )الف ) ( )a , , b ,= − =2 3 3 7   

) )ب ) ( )a , , , b , ,= − = −1 4 5 2 8 6   

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 .حاصلضرب داخلي دو بردار همواره عددي حقيقي است 

 ماند.قي مييعني از ضرب داخلي دو بردار در ه  ديگر برداري وجود نخواهد داشت و تنها يك عدد حقيقي با

 : در حالت كلي
عدد 

a.b a b a b a b= + +1 1 2 2 3 3   

 

 : محاسبة ضرب داخلي دو بردار با داشتن انداز  دو بردار و زاوية بين آنها 

a.bزاوية بين دو بردار باشد، آنگاه    و  bو   aهاي دو بردار اندازه  bو  aاگر   a b cos=   

 

 

a

b




 

 

bاشيم  مثال : اگر داشته ب a= =2 را   a.bباشد، ضرب داخلددي    60برابر    bو    aو زاوية بين دو بردار    8

 حساب کنيد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : محاسبة زاوية بين دو بردار 

 شود بوور  زير محاسبه مي bو  aزاوية بين دو بردار  

a b a b a ba.b
cos

a b a a a b b b

+ +
 = =

+ + + +

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

  

 

 

 

 

 



 

 

)دو بردار مثال : زاوية بين   )a , ,= −2 1 )و  2 )b , ,= −1  را به دسن آوريد. 10

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : اگر انداز  دو بردار زير برابر باشد، کسينوس زاوية بين دو بردار را حساب کنيد.  مثال

( )a ,a ,= +2 1 4   

( )b a, ,= 4 3   

 

 

 

 

 

 



 

 

a: اگددر    مثال i j k= + +2 bو    3 i j k= − aآنگدداه کسددينوس زاويددة بددين دو بددردار    + b−    وa b+   را

 بدسن آوريد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : خواص ضرب داخلي دو بردار 

1( a.b b.a=  خاصيت جابيايي  

 : اثبات
 a.b a b a b a b= + +1 1 2 2 3 3   

 b a b a b a= + +1 1 2 2 3 3   

 b.a=   

 

 

 

 

 

 



 

 

 : خاصين پخشي 

2( a.(b c) a.b a.c =    

 : اثبات

 a.(b c) a (b c ) a (b c ) a (b c )+ = + + + + +1 1 1 2 2 2 3 3 3   

 a b a c a b a c a b a c= + + + + +1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3   

 (a b a b a b ) (a c a c a c )= + + + + +1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3   

 a.b a.c= +   

 

 

 

 



 

 

3( a .a a=
2
  

 : اثبات
 a.a a a a a a a= + +1 1 2 2 3 3   

 a a a= + +2 2 2
1 2 3   

 ( a a a ) a= + + =
22 2 2 2

1 2 3   

 پس در بردارهاي يكه داري  :

i.i i= =
2

1  

j. j j= =
2

1  

k.k k= =
2

1  

 



 

 

4( 
a

b
a.b a b




=  ⊥0  

 : اثبات

 a.b a b cos=   =0 0  

 
a

b
cos a b






  =  =  ⊥

0

0
0

2
  

 ضرب داخلي هر دو بردار عمود بر ه  برابر صفر است.نتييه: 

 

 

 

 



 

 

)را طوري تعيين کنيد که دو بددردار   m: مقدار    مثال )a m , ,= + −1 5 )و  1 )b , m,= −2 بددر هددم عمددود  3

 باشند.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

5( a.o o.a=  عضو خنثاي ضرب داخلي  0=
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

bداشددته باشدديم    bو  a: اگر براي دو بردار عمود بر هم    مثال a= =3 ، آنگدداه حاصددل عبددارت زيددر را 9

 حساب کنيد :

(a b).(a b)+ −   

 

 

 

 

 

 



 

 

aو داشددته باشدديم  120برابددر  bو  aمثددال : اگددر زاويددة بددين دو بددردار  = bو  5 = آنگدداه حاصددل  2

(a b).( a b)+ −2  را به دسن آوريد. 2

 

 

 

 

 

 

 



 

 

aهاي  با اندازه  bو    aمثال : اگر زاوية بين دو بردار   b= aباشد، زاوية بين بردارهاي    60برابر    2 b−   و

a .را حساب کنيد 

6( a.b a b  نامساوي كُشي شوارتز  

 : اثبات

 
a b

cos a b cos a b


    1   

 a.b a b    

 

 

 



 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 های ضرب داخلی کاربرد

 



 

 

 کاربردهای ضرب داخلی  : 16اپيزود 
 

  محاسبة تصوير بردارa  بر امتداد بردارb : 

 است. bروي بردار   aتووير بردار  aمطابق شكل، 

 كنيد :همانگونه كه مشاهده مي

aاست پس   bجهت بردار موازي و ه   aاولاً : بردار  rb =  

 

 

 

 

a

a
b





 

 

aثانياً : مطابق شكل بردار  a−   برb : عمود است پس 

a.b
(a a ).b (a rb).b a.b r b r

b
− =  − =  −  = 20 0   

 

 درنتييه خواهي  داشت : و

 

  
a.b

a b
b

 = 2  

  : اندازة تووير
a.b

a
b

 =   

a

a
b

a a−

a
b

a



 

 

)مثال : تصوير قائم بردار  )a , ,= −2 1 )را بر امتداد بردار  2 )b , ,= −1  به دسن آوريد. 10

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  اگرa   وb هد شد : بر ه  عمود باشند، تووير هركدام بر ديگري بردار صفر خوا 

 

 

 

 

 

  اگرa   وb  راستا باشند، تووير هركدام بر ديگري برابر بردار اول خواهد بود.ه 

 

 

 

a

b

a b

a b



 

 

)تصوير بردار مثال :  )i , ,= )را بر امتداد بردار  100 )j , ,=  بيابيد. 010

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): تصوير و قرينة بردار   مثال )a , ,= 1 2 )را نسبن به بردار  2 )b , ,= 2 1  به دسن آوريد. 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): طول تصوير قائم بردار   مثال )a , ,= − −5 3  ها بيابيد.yرا بر راستاي محور  7

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): اگر    مثال )a , ,= −1 3 )و    4 )b , ,= −3 4 )و    2 )c , ,= −11 bبر امتداد  aآنگاه تصوير قائم بردار  4 c+  را

 به دسن آوريد.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  ها در مثل ، اندازة تفاضل دو بردار به صاور  زيار قابال محاسابه مطابق شكل و به كمك قضية كسينوس

 است :

 

a.b

a b a b a b cos− = + − 
2 2 2 2  

 

 همچنين اندازه ميمو  دو بردار نيز بوور  زير قابل محاسبه است:
a.b

a b a b a b cos+ = + + 
2 2 2 2 

 .كه به كمك روشهاي متوازي الاضلا  و مثل  در ميمو  دو بردار قابل محاسبه است

 

a a b−

b


 



 

 

aمثال : اگر  = bو   2 = aو  5 b− =  را به دسن آوريد. bو  aباشد، زاوية بين دو بردار   39

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

a: اگر   مثال b= = aو   2 b− = 2 a)آنگاه حاصل  3 b).(a b)+  را محاسبه کنيد. 2−

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

aاگر داشته باشيم :  bو  aبراي دو بردار غيرصفر مثال :  b a b− = +
2 22

نسبن  bو  aآنگاه بردارهاي  

 اند به هم چگونه

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 و رابطة ضرب داخلي دو بردار را بنويسيد : bو  aمسئله : براي هريك از حالات زير، شكل دو بردار 

 )الف   )ب    0=


  0
2

 )پ     


 =
2

  

  ( 

   

2
 )ث    =   

 

 

 

 

 

 



 

 

 هاي زير رسم کرده و ويژگي هريك را توصيا کنيد.مسئله : مجموع و تفاضل دو بردار را در حالن

 )الف   )ب    0=  0  )پ    90 = 90  

  (   90  )ث   180 = 180   

 

 

 

 

 

 



 

 

aمسددئله : اگددر  bو  1= = cو  2 = aباشددند و داشددته باشدديم  3 b c+ + آنگدداه حاصددل عبددارت  =

a.b a.c b.c+  را به دسن آوريد. +

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

 
 



 

 

 
 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 خارجی بردارها ضرب 

 



 

 

 ضرب خارجی بردارها  : 17اپيزود 
    : براي دو بردار  ضرب خارجي دو بردار( )a a ,a ,a= 1 2 )و    3 )b b ,b ,b= 1 2 ضرب خارجي ياا بارداري   3

aرا با نماد   b كني  :نمايش داده و به صور  زير تعريف مي 
i j k

a b a a a

b b b

 = 1 2 3

1 2 3

 بسط نسبت به سطر اول   

 
a a a a a a

a b i j k
b b b b b b

 = − +
2 3 1 3 1 2

2 3 1 3 1 2

  

 

 



 

 

) ضرب خارجي دو بردارمثال :  )a , ,= −1 3 )و  4 )b , ,= −2 5  را به دسن آوريد. 0

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 .حاصلضرب خارجي دو بردار، همواره يك بردار است 

( )a a ,a ,a= 1 2 3     ,   ( )b b ,b ,b= 1 2 3   

( ) ( ) ( )a b a b a b i a b a b j a b a b k = − − − + −2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1   

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  ضرب خارجي دو بردار با داشتن انداز  دو بردار و زاوية بين آنها :محاسبة 

 زاوية بين دو بردار باشد، آنگاه : و  bو   aهاي دو بردار اندازه  bو  aاگر  

a b a b sin =   

 

 

 

 

 

 

a

b



 

 

a: اگر  مثال   b= =3 2 aباشد، انداز  ضرب خددارجي    60برابر    bو    aو زاوية بين دو بردار    3 b 

 را حساب کنيد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : انداز  هريك از بردارهاي زير را حساب کنيد.  مثال

i j , j i , j k , k j , i k , k i        

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  براي دو بردارa   وb صور  زير قابل اثبا  است : رابطة بين ضرب داخلي و ضرب خارجي به 

(a .b) a b a b+  =
2 222   

 : اثبات

 ( ) ( ) ( )a.b a b a b cos a b sin+  =  + 
2 2 22

  

 

 a b cos a b sin= + 
2 2 2 22 2    

 

 a b (cos sin ) a b= +  =
2 2 2 22 2

1

  

 

 



 

 

aمفروضند بطوريكه    bو    aمثال : بردارهاي   = bو    3 = aو    26 b = را  a.bدر اينصورت مقدددار   72

 حساب کنيد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  براي دو بردارa  وb  با زاوية بين يم :دار 

a b
tan

a.b


 =   

 : اثبات
 

 
a b a b sin sin

tan
cosa.b a b cos

  
= = = 


  

 

 

 

 



 

 

)مثال : اگر  )a b a.b =  چقدر اسن  b,aزاوية بين دو بردار   3

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): اگر   مثال )a , ,= −2 3 )و   4 )b , ,= −1 2 aآنگاه ضرب خارجي  1 b+  درa b− .را حساب کنيد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : خواص ضرب خارجي دو بردار 

 .bو   aبرداري است عمود بر صفحة دو بردار   bو  a( حاصلضرب خارجي دو بردار  1

aيعني  b  بر بردارهايa   وb .عمود است 

 

 :  1نتيجة  

a b a a.(a b) ⊥   =0  

a b b b.(a b) ⊥   =0  

 : اثبات

 a.(a b) =  

 ( ) ( )a ,a ,a . a b a b ,a b a b ,a b a b− − −1 2 3 2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1   

 a a b a a b a a b a a b a a b a a b= − + − + − =1 2 3 1 3 2 2 3 1 1 2 3 1 3 2 2 3 1 0  

a

b

a b



 

 

kبردارهاي يكه براي :   2نتيجة   , j , i :  داري 
i j k , j k i , k i j =  =  =   

 

 

2( a b b a = −    

 نتيجه :
j i k , k j i , i k j = −  = −  = −   

 
 

 

 

 



 

 

   براي ضرب خارجي بردارهاي يكهk, j,i توان استفاده كرد :از دايرة زير مي 

 



 

 

 

3( a a =   

a : اثبات a a a sin = 0   

 

4( a (b c) (a b) (a c)  =     خاصيت پخشي  

 

5( r(a b) ra b a rb ; r =  =     

 

 

 



 

 

 : حاصل عبارت زير را به دسن آوريد.  مثال
( ) ( ) ( )k. j i i. j k j . j k +  +    

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

aمثال : اگر داشته باشيم   = bو    3 = باشد، حاصل عبارت زير را به دسن   150و زاوية بين دو بردار    4

 آوريد :
( ) ( )a b a b−  +2 3 2 3   

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

6( 
a

b
a b a ||b




 = 0   

 : اثبات

 a b a b sin =   =0 0  

 
a

b
sin




  =  =

0

0
0 180 يا 0   

 a ||b    
 نتييه: ضرب خارجي هر دو بردار موازي برابر صفر است.

 

 

 



 

 

a: اگر   مثال = bو   6 = )و  5 )a a b + )صل حا  18= )a. a b+ .را به دسن آوريد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): برداري عمود بر دو بردار   مثال ), ,− −2 1 )و  5 ), ,−1 3  بيابيد. 2

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

a: اگر    مثال i j k= + bو    − i j k= − + aبردار    تصويرآنگاه    2− b    را بر امتداد بردارa   را به دسددن

 آوريد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

): براي دو بردار   مثال )a , ,= −10 )و  1 )b , ,= 0 2 )حاصل  1 ) ( )a b a b−   را به دسن آوريد. +

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

a: اگر    مثال i j k= − +2 bو    3 i k= − aآنگاه تصوير قائم بردار    2+ b    حددور هددا بدده دسددن yرا روي م

 آوريد.

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 : بررسي قانو  حذف در ضرب داخلي و خارجي 

a.bاز رابطة  a.c= توان گرفت؟اي ميچه نتييه 

a.b a.c a.(b c)− =  − =0 0  

a

b c

a b c

=


 =


⊥ −

 يكي از سه حالت روبرو ممكن است رخ دهد :  

aاز رابطة  b a c =  توان گرفت؟اي ميچه نتييه 

a b a c a (b c) −  =   − =0 0 

a

b c

a || b c

=


 =
 −

 

 



 

 

 

 
 

 

 



 

 

 
 

 
 

 

 



 

 

 



 

 

 دوازدهم  هندسه

 خارجی بردارها ضرب کاربردهای 

 



 

 

 ضرب خارجی بردارها های کاربرد : 18اپيزود 
 

 : کاربردهاي ضرب خارجي دو بردار 

aشود برابر است با  ساخته مي  bو  aالاضلاعي كه توسط دو بردار مساحت متوازي(  1 b. 

 

 

 

 

 

a

b
O

A
B

C

 

OABCS a b= 



 

 

aشود برابر است با  تشكيل مي bو  a( مساحت مثلثي كه توسط دو بردار  2 b
1
2
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

a
A

b
O

 

OABS a b= 
B



 

 

)مثال : اگر   )a , ,= −2 1 )و    2 )b , ,= 1 2 aمساحن مثلثي که روي دو بردار    2 b+    وa b−  شددود ساخته مي

 قدر اسن چ

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

aمسئله : اگر  = bو   3 =  شود چقدر اسن ساخته مي bو  aمساحن مثلثي که روي دو بردار  aو  2

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

سازند. در اين صورت درجه مي 135هستند که با هم زاوية  5بردارهاي به طول   bو    aسئله : فرض کنيد  م

aمساحن مثلثي که توسط بردارهاي  b−2  وa b+3  شود را حساب کنيد.توليد مي 2

 

 

 

 

 

 

 



 

 

الاضددلاع سدداخته شددده اند به طوري که مساحن متوازيمفروض  8و    5هاي  به طول  bو    aمسئله : دو بردار  

واحد مربع اسن. اگر زاوية بين دو بردار کمتر از قائمدده باشددد، انددداز  تفاضددل دو بددردار را   24توسط آنها  

 حساب کنيد.

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 را حساب کنيد که رئوس آ  نقاط زير باشد :  مسئله : مساحن مثلثي
( ) ( ) ( )A , , , B , , , C , ,−3 5 7 5 5 0 4 0 4   

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

)شود برابر است با :  ساخته مي  c,b,aبردار    3السطوحي كه توسط  حي  متوازي(  3 )a. b c    يا( )b. a c 

)يا   )c. a b 

 

 

 

 

 

 

 

 

a

b

c  

( )V a. b c= 



 

 

)السطوحي را به دسددن آوريددد کدده توسددط بردارهدداي  مثال : حجم متوازي ), )و    110, ), )و    101, ), توليددد   011,

 شود.مي

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 گرالسطوح برابر است با اندازة تووير قائ  يك بردار بر ضرب خارجي دو بردار ديارتفا  متوازي. 

 

 

 

 

 

 

 

 

b

c

a

( )a. b c
h

b c


=


h

 



 

 

aالسددطوحي را بيابيددد کدده روي بردارهدداي مثددال : ارتفدداع متوازي i j k= + +3 bو  3 i j k= − + و  2−

c i k= +4  ساخته شده اسن. 2

 

 

 

 

 

 

 



 

 

aمسئله : بر روي سه بردار   i j= bو    2− j k= + cو    3 i k= السطوح ساخته شده اسن. يك متوازي  4−

 السطوح را حساب کنيد.باشند، ارتفاع متوازي bو  aالسطوح بردارهاي اگر قاعد  اين متوازي

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 السطوح حاصل از آنها صفر باشد.د اگر و فقط اگر حي  متوازيدر يك صفحه قرار دارن c,b,aسه بردار (  4

 

( )a. b c = 0 c,b,a ه  صفحهاند    

 

 

 

 

 

 

 



 

 

)مثال : نشا  دهيد بردارهاي  ), ,−1 9 )و  1 ), ,−1 1 )و  3 ), ,1 4  در يك صفحه قرار دارند. 1

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 
 

 



 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 1401سوالات امتحان نهایی خرداد :  19اپيزود 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 1402سوالات امتحان نهایی خرداد :  20اپيزود 
 


